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Herrn  Sir.  Anton  Müller^ 
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Die  Geometrie  überhaupt >  die  höhere  wie  die  elementare,  ent^ 
bilt  manche  Sätze ,  welche  als  völlig  isolirt  dastehen  ^  im  Gegen« 
Satze  za  vielen  Sätzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Verwand- 
8cbaft  mit    anderen  nachgewiesen  wird.    So   wird   z.  B.  g^zeigt^ 

'  «las«  einem  Dreiecke  ^J^C  drei  Punkte  PQR  zukommen ,  von 
denen  jeder  der  gemeinsame  Durchschnitt  dreier  Linien  ist^  und 

f  welche  mit  einander  in  einer  geraden  Lkiie  liegen:  die  drei  Linien, 
welche  aus  den  Eckpunkten  ABC  nach  den  Mitten  der  Seiten 
^en,'  schneiden  einander  In  einem  Punkte  P;  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q  mit  einander  gemein, 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  Punkt 
£,  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.  Dass  bei  Vierecken, 
Fünfecken  u.  s.  w.  Analoges  sich  finden  lasse,  ist  ausser  Zwei- 
fel; gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aufschluss. 
Aehnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  Isolirt- 
sein  einer  Einzelnheit  ist  immer  ein  Zeichen,  dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  jene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Aidlndiing  des  Ganzen ,  dem  das  Einzelne  angehört ,  zu  zeigen 
geeignet -sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtiger  Sporn 
lOT  vielseitigen  Betrachtung  einer  Sache,  um  auf  diesem  Wege 
die  Einsicht  |in  das  Ganze  zu  erlangen.  Es  sind  indess  vielfach 
alle  Bemühungen  vergeblich;  nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Sache  ohne  oeachtung^  weil  man  von  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  hat,  während  die  Auffindung  des  Ganzen,  dem  die 
Sache  angehört,  zu  den  minder  schwierigen  Aufgaben  zu  zählen 
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ist.  In  letzterer  Beziebuog  bietet  der  Punkt  P  eines  Dreieckes 
ABC,  in  welchem  die  drei  >  aus  den  Eckpunkten  nach  den  Mitten 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,  ein  merk- 
würdiges Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  durfte. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fig.  1.^  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
^I^C  jede  in  drei  gleiche  Theile  theilt,  und  von  den  Theilungs- 
punkten  mnp.,  iedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  mq^  nr, 
ps;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zwei  von  ihnen  halbiren  einander;  folglich  gehen  alle  drei  durch 
einen   Punkt  jP. 

Dieser  Punkt  P  ist  eben  d^^elbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Linien  einan- 
der durchschpeiden:  denn  eine  durch  Jl  und  jP  gelegte  Linie  mucui 
die  Seite  BC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P  unabhängig  von  den  durch  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien. 

Betrachten  wir  nun  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Punkt  P  als  auf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt,  und  l^en  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MO,  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa,  Bb,  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  durdi 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durchschneidet  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P  ab  gezählten  Seg" 
menten  der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 

PA=2.Pa,    PB=z2.Pb; 

mithin  auch  die  Sätze 

J 2^  ,      J 2^. 

Pa—PA      "°^      Pb^PB^  { 

es  fragt  sich  al»o :  welcher  Zusammenhang  besteht  aiwiacben  dtD 
Segmeuten  PM,  PN  und  PO  der  dritten  L'mie  ilTO? 

Die  Antwort  liegt  in  dem  Satze 

J L  .  1_  ,, 

PM'-PN^  PO*  >*' 

dessen  Richtigkeit  auf  folgende  Weise  dargethan  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  als  Transversalen  des  Dreieeloes 
POa,  so  hat  man  die  Sätze 

PA.aB.  OM=  PMmA.  OB, 

PA.aC.ON==PN.aA,OC; 

Btthin>    weil  oA^S.Pa,  PAz=zi.Pa,  und  %aBz^Vki)—BC  isi^ 
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Hini«  Mre  man  «in 


ON—PO-^PN, 

Oß=sOC+BC 

and  snbtrahire  dann  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,   so  er- 
gMibt  sich 


PO    pg_. 

PM~PN—^' 


daher  ist 


1 L  .  1. 

PS-^PN^  PO' 


was  bewiesen  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  (a)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punk* 
tes  P  getTonnen:  es  ist.  eis  Gesetz  ausgedrückt^  das  für  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P  gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  durch  P gelegte  Linie  zugleich  durch 
einen  Eckpunkt  geht ,  werden  zwei  Segmente  gleich  gross  > .  .und 
wenn  die  Linie  zu  einer  Seite  jparallel  ist,  so  wird  em'Scigiiienft 
=:0D,  und  die  beiden  anderen  smd  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P  benutze, 
am  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werde  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukommt 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fig.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  theilt,  und  jede  Ter- 
nion  der  Theilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunächst 
liest,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man  zwölf  Linien, 
und  durch  diese  zugleich  vier  £benen  abc,  a*c*d!ya*'d"W^  h'*'c"*ä!^. 
Jede  der  zwölf  Verbindungslinien  ist  zu  einer  Kante  parallel ; 
daher  durchschneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Punkten 
m  np  f....,  wodurch  jede  einzelne  derselben  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  Ebenen  abc,  n!dd\ ....  zu 
einer  Seitenfläche  parallel  ist,  so  ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kante  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinien   der  Ebenen  a6c,....   gehen  aber  durch  die  Punkte 

mit ,    daher  müssen  jede   zwei   derselben  einander  halbiren. 

Hi(^aiu8  aber  Co4gt,  dass  die  sechs  Linien  mrn^  iift',  jop^,....  ddieb 
einen  einzigen  Punkt  P  gehen. 


Lest  man  durch  den  so  bestimmten  Punkt  P  und  durch  den 
Eckpunkt  A  eine  gerade  Linie  AP,  so  muss  diese  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  BCD  in  einem  Punkte  P  begcignen» 
dem  vermöge  seiner  Lage  in  dem  Dreiecke  BCD  die  in  (a)  be- 
zeichnete Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von^  aus  durch 
p  und  p'  die  Linien  AQ  und  AR  sezogen,  und  zugleich  Q  in  BC 
und  R  in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linie  QR 
zu /90^  parallel,  mithin  P'  die  Mitte  von  QR;  zugleich  ist  BQ 
von  BC,  und  DR  von  DC  der  dritte  Theil,  also  QR  zu  BO 
parallel ;  folglich  hat  jP  die  erwähnte  Lage.  Endlich  ist  PA 
=4.PP',  und  PA=3.PP',  oder 
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PP'—PA' 

Man  lege  nun  (Taf.  L  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade  Linie 
LPOy  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  aber  den- 
noch mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese  Linie 
liegt  mit  APP'  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenfläche 
durchschneidet.  Es  seien  AM*,  AJS^,  A0\  LCy  die  Durchschnitt9- 
linien  der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene,  und'dem^- 
mäss  LMNO  die  Punkte,  welche  die  Linie  LPOmit  den  Seiten- 
flächen gemein  hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man,  weil 
AM',  AN',  AO'  Transversalen  des  Dreieckes  JLPP'  sind,  die 
Sätze 

PA.LM.PM=:PM.LM\PA, 

PA.LN.PN=PN.LN'.PA, 

PA.LO.P'O'^PO.LO.P'A. 

Weil  nnn  PA^Z.PP,  und  P'A^i.PP  ist,  so  folgt  hieraus: 

3.LM     i.LM' 


PM  — 

P'M'  ' 

Z.LN 
PN  - 

i.LN' 
•  P-JS'  ' 

Z.LO 

4.iO' 

PO  ~   PO" 
Hierin  fähre  man  ein: 

LM=PL—PM',  LM'=PL^PM' 
LN=PL-PN',  LN'=PL-P'N', 
LO=PL  +  PO;    LO'^P'L  +  P'O 

and  subtrahire  dann  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung 
von  der  dritten,  so  entspringt 


^^•\FÖ-PM~pn)=^^^\p^-pM-pW')+^ 


Dem  Gesetze  (a)  sufolge  ist  aber 


l- i_       1 

P- Ö'~  fM'^  Tli" 


folglieh  auch 


PO" PL  ^  PM^  PN  ^' 


Dieser  Satz  giebt  den  Zusammenhaiiff  der  Segmente  PL,  PM, 
PN  und  PO  an. 

Bei  der  Annahme  der  Linie  £P0  ist  überhaupt  eine  Richtung 
gewShit,  bei  welcher  die  Punkte,  in  denen  die  Linie  LPO  den 
peiteoflScben  begegnet,  von  einander  verschieden  sind;  jmdess 
ist  dU  Richtung  von  LPO  doch  eine  solche»  dass  auf  der  emen 
Seite  von  P  der  Punkt  O  aliein  ist,  während  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L  M  N  liegen.  Im  Gegensatze  zu  dieser 
Richtung  der  Linie  LPO  st?ht  eine  andere  (Taf.  l.  Fig.  |S.)»  bei 
welcher  die  Punkte  LMNO  paarweise  vertheilt  sind»  auf  der 
einen  Seite  von  P  die  Punkte  L  und  M,  auf  der  andeien  aber 
N  und  O  liegen.  Man  hat  übrigens  in  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  die  Sätze 


3.LM 

PM  - 

4.LM' 
P'M'  ' 

3.LN 
PN  - 

i.LN 

PN'  ' 

3.L0 

PO  - 

i.LO" 
PO"  ' 

und  hieraus  erhält  man ,  wenn  man  die  Werthe 

LM^PL-^PM^LM^PL^PM, 

LN^PL  +  PNiLN'zzzPL+P'N, 

LO—PL  +  POiLO'^PL+P'O' 

einfilhrt,  und  dann  die.  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zwei« 
ten  und  dritten  subtrahirt,  die  Gleichung: 

Naeb  (a)  ist  aber 


folglich  wird 


F7f+PÖ=Pi:+TSf'  w 


Die  SStze  (^  und  M  sind  zwar  verschieden ,  wie  die  PiÜie, 
auf  welche  sie  Bezug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichungen 
auf  die  Form 

00  ftlH  in  die  Augeii»  dass  jeder  von  den  SStsee  0?)  ond  ^  miV^ 
eltt^  ftpedelle  Ai^ffendinie  eines  allgemeinen  Satzee  i8<»  def  al4<^ 
hntei:  eineto  Tetraeder  fcomait  ein  Punkt  P  von  eolcber  L^ge  M,' 
däas  in  einer  dorck  P  gelegten  geraden  Linie»  welche  in  diefi 
Pittakteii  LM  N  O  den  SeitenlSehen  b^egnet»  die  von  P  tb  p9* 
a^Uteti  Segmente  PL,  PM,....  In  der  ditrcb  die  Gleiehung 

bezeichneten  Weise  zusammenhSngen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segmente  einer 
geraden  Linie ,  welche  durch  den  Punkt  P  eines  Dreieckes  gelegt 
ist,  und  in  den  Punkten  M  N  O  die  Seiten  durchschneidet,  den 
Satz  aufstellen: 

"=?«+  PN*  -PÖ' 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehurigen  Punktes  P  nachgewiesen  worden»  ist  es  leicht»  den 
Beweis  zu  liefern»  dasseinem  Vierecke»  oder  besser  ausgedruckt» 
einem  Aggregate  von  vier  geradea  Linien»  die  in  einer  ESbene 
liegen»  ein  solcher  Punkt  P  znkemme»  wie  dem  Dreiecke;  Maa, 
nehme  an ,  es  sei  der  einem  Tetraeder  ABCD  zukommende  Punkt 
P  bestimiiKt,  und  es  seien  durch  P  zwei  eerade  Linien  gelegt» 
von  denen  die  eine  in  den  Punkten  LMifO,  die  andere  in  mii 
Punkten  L'SfN'O'  die  Seitenflächen  durchdringt  Diese  geraden 
Linien  LPO  und  L'PO*  liegen  in  einer  Ebene  E »  und  oestim- 
men  daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vier  eotehe  gemd^ 


Linien  LL\  MM',.,,.,   welche  ein  ebenes  Aggregat  constituireii; 
Man  nebme  weiter  an»  in  der  Ebene  U  seien  durch  Pnoeb  andere 

ferade  Linien  geleet,  welche  in  den  Ponicten  L"  M''JN'' 0",u.B.y9. 
^  ie  Sdtenflächen  darchschneiden.  In  sofern  die  Punicte  LMNO.. 
in  den  Seitenflächen  de^  Tetraeders  liegen,  hat  man  die  Sätze: 

0       i     ,     1      .     1     ,     i 
^—PL"^PM'  ^ PN"^  PO'' 

u.  s.  w. 

Nun  gehören  'aber  die  Punkte  LM, auch  dem  j^gregate 

det  fier  Linien  UJ,  MM*,,.,  an;  es  bat  also  der  Punkt  P  in  dem 
A^pregate  eine  solche  Lage,  dass  zwischen  den  Segmenten  irgend 
daer  geraden  Linie,  welche  in  dem  Aggre^te  durch  den  Punkt 
P  gelegt  ist,  der  in  den  vorstehenden  Gleichungen  bezeichnete 
Zusammenhang  besteht. 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, und  das  Besteben  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  ungefähr  so  ausdrücken  iässt:  in  einem  Aggregate 
von  n  geraden,  m  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n  Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol- 
cher Läse,  aass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P  geht, 
nnd  in  den  Punkten  Ai,  A^....An  die  Bestandtheile  des  Aggrega- 
tes durchschneidet,  die  von  P  ab  gezählten  Segmente  PAiJPJ^,, 
in  einem  durch  die  Gleichung 

° = pji  +  p^ + +  va;; 

beaeicbneten  Zusammenhange  stehen,  und  dass  diese  Relation 
in  Bezug  auf  die'  Richtung  der  geraden  Linie  an  keine  Bedingung 
geknüpft  ist. 

In  diesem  allgemeinen  Satze  ist,  in  sofern  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem. Punkte  P  beigelegte  Eigen- 
schaft rficksicbtlich  der  Segmente  einer  durch  P  gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhafl; ;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  ob  ein 
Aggregat  nur  efaien  einzigen  Punkt  P,  oder  aber  mehrere  soldie 
Punkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  ungewiss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P  unbedingt,  oder  durch  die  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedingt  ist 

Lässt  man  diese  Fragen  vorläutfg  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
Kdi  auf  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigenschaft,  so  kann  die 
Beiseriiiing  nftcbt  entgehen,    dass  tn  de/  Angabe  derselben  ^ax 
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nichts  liegt,   was    eine  Beschränkung   )       ._^„    „  .     f      ■ 

Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  ab  iiothirendig  hezek-b- 
nete;  es  ist  im  Gei^entbeile  unverkennbar,  dass  ein  äolclier  Punkt 
P  verm'lge  <ler,  seiner  Lage  zukonimendeu  Eigenschaft  gaiu 
wohl  einer  kruniiiien  Linie ,  und  auch  einem  Aggregate  von  (gera- 
deo  oder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angeboren 
kann,  iwA  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
Flächen  AoHeiidung  findet. 

Diese  Betrachtungen  führe»  zwar  nicht  zur  Gewissbeit,  ge- 
wöhren  atier  die  Einsicht,  dass  man  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P  es  mit  einer  Eigenschaft  /u  Ihun  bat, 
welche  den  ebenen  Liniengebilden  und  auch  den  Fläch  enge  bilden, 
abo  überhaupt  den  geometrischen  Gebilden  zukommt.  AU  eine 
den  geometri sehen  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
daw  Vorkommen  der  Punkte  P  schlechthin  nicht  isulirt  stehen: 
dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenscbalten,  welche  den  Gebilden 
ebcnfallü  gemeinsam  sind,  irgendwie  zusatnineii  hängen,  in  dem 
Systeme  aller  Eigenschaften,  welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehuen.  Will  man  alm 
dber  das  Vorkommen  der  Punkte  P  zur  vollen  Klarheit  gelanget, 
eo  mus9  man  eich  in  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsehen,  ih, 
die  Blementarsätze  über  jene  Punkte  anzudeuten  scheinen,     ^b 


Seit  der  Einßihrung  der  Coordinaten  durch  Descartes  wer> 
den  die  krummen  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  ihnen 
zukommenden  Gleichungen  in  Ordnungen  vertheilt,  in  der  Welse, 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Linien  und  alle  Fis- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  einerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  dass  die  Gleichungen  aller  sn 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind 
als  Specialfafle  einer  allgemeinen  Gleichung,  d.  i.  einer  solchen, 
deren  CoefGcienten  ohne  Wertb-  und  Formhestimmuiig,  ledig- 
lich unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Gleichung 
kann  man  aber  nicht  nnigekehrt  sagen,  sie  sei  die  allgemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  die  Gleichung  ein  grÖsserea'Ge- 
biet  umfasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flächen  auch  aoeb 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzufCihreo, 
schlechthin  ungenau,  wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  " 
ordioaten  xy  vom  dritten  Grade 


0  =  a:»+^.T2y  +  ßjry*+  Cy^+Dx^-{-... 
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»a  lange  ABC....  lediglich  Zeichen  für  die  Cocfficienten  sind,   als 
die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  betracbUU 


eui«il)  Aggregate  von  drei  geraden  Linien,  die  in  eiuer  Ebene  lie- 
gen ,  nnd  eben  so  eineoi  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  und 
ein«m  Kegelschnitt  gehurt  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordl- 
naten  eines  seiner  Punkte  an,  welche  ebenfalU  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  solche  Gleichung  ist  in  der  obigen  allgemeinen  als 
Specialfall  enthalten.  Um  also  genau  zu  sein,  wird  mau  sagen 
«B  seien  alle  ebenen  Linieogebilde  dritter  Ordnung  in  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  begriffen. 

Eben  so  unbestreitbar  und  richtig  ist  auch,  dass  eine  Unter 
Buchung  der  zu  einer  Urdnung  gehörigen  Linien,  wobei  die  all- 
ft^neioe  Coordinatengleichung  des  entsprechenden  Grades  als 
Gntndlage  dient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anlangen  kann.  Es 
fehlt  nämlich  die  Definition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  dae- 
jen^e,  was  durch  die  Coordicjatenglcichung  ausgedruckt  wird, 
steh  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich,  sondern 
auf  alle  Gebilde  derselben  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen 
altgemeinen  Coordinatengleichungcn 
aller  Untersuchung  als  unzweifelhalleThatsacbe  fest,  dass  den  Linien- 
fEfibilden  von  einerleiOrdnung.desgteicben  auch  den  Flächengebilden 
von  einerlei  Ordnung  viele  Eigenschaften  gemein  sein  müssen. 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  der  Schritt:  ,.l)ie  Fundamental- 
ge|setze  der  hüheren  Geometrie",  wovon  so  eben  die  erste 
Abtfacilung  in  der  Hallberger'schen  Verlans  band  lung  in  Slutt- 
gKit  erschienen  ist,  in  muglicb^grüsster  Vollständigkeit  diejenigen 
Gesetze  zu  entwickeln  veisucht,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen - 
schalten  sowohl  der  Linien  --  als  der  Fläcliengebilde  uQtern'orfen 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mannigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige Natur  jener  Eigeascbaften  heraus.  Es  finden  sich  solche 
EiEenBchalten ,  denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
ZHioBinit,  welche  also  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Gelnlde  völlig  unabhängig  sind;  sodann  ergeben  sich  auch  Eigen- 
schaften von  veränderliclTer Natur,  welche  von  der  B esc h äffen neit 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlangt 
maD  in  Bezug  aufUeber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeini$anien 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kaoo.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
eingeht,  und  namentlii^b  auch  auf  die  Modificationen,  welche  die 
veränderlichen  Eigenächaften  erleiden  können,  Rihrt  sie  Schritt 
für  ESchritt  tiefer  in  die  einzelnen  Tbeile  des  Gebietes  der  zu- 
rammenbürjgen  Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individuellen 
Gebilde,    in  streng  logischer  Anordnung  aufgeführt 

Die  Art  und  Weise,  zn  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen,  ist  ziemlich 
«nfacfa.  Durch  die  Voraussetzung  der  Coordinatengleichung  des 
nten  Grndes  bat  man  zunächst  das  Mittel  zur  formellen  Behand- 
lane  der  Frage  nach  denjenigen  Punkten ,  welche  eine  gerade 
Linie  mit  einem  Linien-  oder  Flächengebilde  der  nten  Ordnung 
gemein  httben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
nicht  grosser  als  ii ,  und  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
allein  durch  Ermittelung  ihrer  Coordinaten,  fiondern  a,\ieVi  anÜ  i 


andere  Weisen,  welche  darauf  beruhen,  dasa  die  Lage  eloer  ge- 
raden Linie  bestimmt  ist  soivolil  durch  einen  ihrer  Punkte  nnd 
dufch  ihre  Hithtung,  als  auch  duruh  zwei  ihrer  Punkte. 

Indem  man  die  Lage  einer  ^raden  Linie  oder  einei  Trans- 
versalen T,  welche  ein  Gebilde  L  der  nten  Ordnung  durchschnei- 
det, durch  Voraussetzung  ihrer  Richtung  und  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt,  ist  die  Möglichkeit  dargeboten,  die  Punkt» 
Ai,  A^ Am,    welche  das  Gebilde  L  mit  der  Transversalen  T 

§einein  hat,  durch  ihre  Lage  gegen  O  anzugeben:  man  hat  nur 
ie  Segmente  OA,,    OAft..-OAn  zu  hestimmen.    Wenn  aber  A 

irgend  einer  von  den  Punkten  A^,    A^ A,,,  also  OA  eines  der 

Segmente  OA,,  OA^,....OAh  ist,  so  lassen  sich  die  Coordinaten 
des  Punktes  A  einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA,  durch 
die  Coordinaten  von  O,  und  durch  die  Elemente  der  Richtung 
der  Transversalen  T;  die  Substitution  dieser  Werthe  der  Coordi- 
naten von  A  in  der  vorausgesetzten  Coordinatengleichung  führt  zb 
einer  Gleichung  für  OA  von  der  Form 

0=!Ha.OA''+ja,.OA'<-^  +  ....  +  Jll.-i.OA  +  Mn. 

Die  Coeflicienten  M^!Hf...  dieser  Gleichung  enthalten  dreierlei 
Grössen:  die  CoefQcientcn  der  vorausgesetzten  Coordinateiiglä- 
chung,  sodann  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  endlich  dia 
Elemente  der  Richlung  der  Transversalen  7';  zugleich  lässt  sieh 
die  Art,  in  welcher  die  Coeflicienten  IttoiVi  aus  den  erwäbntAb 
Grössen  gebildet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrücken,  im  Fall« 
Jj  ein  Li ni engebilde  nter  Ordnung  ist,  dessen  Gleichung  zniechen 
senkrechten  Coordinaten  durch  den  Satz 

0=  ÄJ^.j) 

angezeigt  w'ad,  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  |ij  dje 
Coordinaten  ^es  l^unktes  O  seien,  and  dass  die  Transversale  T 
um  den  Winkel  u  zur  Axe  der  x  geneigt  sei,  das  itildungi^csets: 


Diesem  völlig  analog  ist  das  Bildungsgesetz  von  Air  für  dtm 
Fall,  dass  das  Gebilde  L  ein  Flächengebilde  ist. 

Nach  vorstehender  Bildungsnorm  ist  !tfr  in  Rücksicht  der  Co- 
ordinaten |?j  eine  Grösse  der  rten  Dimension,  so  dass  in  IHq  iia 
Coordinaten  ^ij  gar  nicht  vorkommen,  in  J/|  nur  die  ersten  Poten- 
zen derselben,  u.  s.  w. 

Die  Segmente  OAi,    OA^, sind    die  Wurjieln  der  obigen 

Gleichung  iilr  OA;  daher  bat  man  zwischen  diesen  Segmentes 
und  den  Coeflicienten  Maf^i-—  jener  Gleichung  ein  System  von 
»  Sätzen,  dessen  allgemeines  GHed  durch  die  Gleichung 


(04i  0^,..0v<b)Ip>=(-1)p, 


M, 


baniellAet  vFird,  voraasgesetzt ,  daaa  der  Ausdruck  links  die 
Summe  der  Verbindungen  aus  OAi.OA^ zu  p  Elementen  an- 
deute. 

Der  Punkt  O  Ut  hierbei  als  angenommen  betrachtet.  Ob  die 
Annabme  eine  directe  oder  eine  mittelbare  ist,  bleibt  ausser  der 
Beachtung.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O  ist  aber  auch 
jene  zulässig,  welche  festsetzt,  der  Punkt  O  soll,  wie  die 
Punkte  Ai,A^ ..  A^  auch  liegen  mügen ,  gegen  diese  Punkte  in  der 
Transversalen  T  eine  solche  Lage  haben,  dass  zwischen  den 
Segmenten  OAi.OAt, die  Gleichung 

{OAi  OAi OX)(«  =  0  (C) 

stattfindet.  Dieser  Forderane  nämlich  genügen  nach  deiu  Vorher- 
^Cnden  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  wenn  sie  solche 
Werthe  haben,  dass  ^^  =  0  wird.  Im  Falle  also  das  Gebildo  L 
ein  Liniengekilde  ist,   so  muss  der  Forderung  (C)  gemäss  sein 

'  Diese  Gleichung  zwischen  g  und  ij  ist  vom  Aten  Grade  und 
gebort  einem  Liniengebilda  der  Aten  Ordnung  an.  Von  diesem 
IriDiengebilde  muss  also  O  ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
datcb  seine  Lage  in  der  TransTerüuleu  T  der  gestellten  Forde- 
M^  (C)  genügen  soll. 

Weil  das  Gebilde  (D)  von  der  /iten  Ordnung  ist,  so  kann 
dadMlbe  ft  Punkte  mit  der  Transversalen  T  gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T  zwischen  den  Punkten  A,,A^..An 
nickt  bloss  einen  Punkt  O,  sondern  h  solche  Pnokte  O,  vflb 
deaea  jeder  durch  seine  Lage  die  Forderung  (C)  hefried^L 

Die  Coordinaten  £i)  in  der  Gleichung  (D)  beaiehen  sich  über- 
haupt auf  einen  Punkt  des  Gebildes  {!>),  aber  nicht  nothwendig 
und  ausschliesslich  auf  O.  Aus  diesem  Grunde  enthält  die  Glei- 
obung  (D)  von  der  Transversalen  T  lediglich  den  Winket  u.  Es 
oinss  also  jede  Transversale,  deren  Richtung  durch  u  angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  h  solchen  Punkten  geschnitten  wer- 
den, von  denen  jeder  in  seiner  Ltsie  T  der  Forderung  (C)  geoügL 

We^en  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  elaen 
inr  Richtung  u  gehörigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  des 
Unten  geh  il  des  h. 

Wenn  die  Gleichung  (D)  auch  nicht  für  jeden  Wertb  von  u 
Üem  Liniengehilde  angeiiürt,  so  sind  unter  den  möglichen  Wer- 
tben  von  u  doch  solche,  bei  deren  jedem  die  Gleichung  (D)  ein 
Uniengebilde  bezeichnet. 

Ein  Liniengebilde  L  der  nten  Ordnung  hat  demnach,  und 
livai  unbedingt,  Diameter  der  Aten  Ordnung.  Dies  gilt  aber  Cüt 
jeden  der  Wertbe  h=\,  2,  ...n— 1;  mithin  kommen  e\n«m.\Ämca- 


i 


12 

gebilde  L  der  nten  Ordnung  Diameter  der  ersten»  zweitMiy  •^•.« 
...•(n — l)tto  Ordnung  zu. 

Dieser  Satz  gilt  auch  fär  Flächengebilde  der  nten  Ordnung» 
nur^  mit  dem  Unterschiede,  das«  alsdann  die  Diameter  nicht 
Linien-,  sondern  ebenfalls  Flächengebilde  sind. 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Diameter  der  (n— l)ten 
Ordnung,  weil  diese  über  das  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufschluss  geben. 

Indem  man  h=^n  —  1  setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  SaUe 
(D)  filr  den  zur  Richtung  u  gehörigen  Diameter  der  {h — l)]te» 
Ordnung  die  Gleichung 

»=^+^W.  (.) 

Hiernach  sind  die  Gleichungen  jener  Diameter,  welche  m  den 
Richtungen  u=D  und  tt=90^  gehören,  folgende: 

0=^'.  0.) 

Diese  zwei  Diam^er  können  einander  durchschneiden  in  einer 
Anzahl. Ton  Punkten,  welche  möglicher  Weise  bis  zu  (n-*t)*  an* 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkte, 
welche  die  Diameter  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auch 


der  Gleichung  (a)  genügen,  und  zwar  unabhängig  von  u.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein- 
ander durchschneiden,  allen  Diametem  der  (n— l)ten  Ordnung 
gemein. 


Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametern  der  (n— '])ten 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes L, 

Es  sei  O  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L\  durch  O  sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  ans^enommen,  und 
eis  seien  Äi^A^.^.Än  die  Punkte,  welche  T  mit  L  gemein  hat. 
Dieser  Annahme  gemäss  ist  O  ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
T  geh^irigen  Diameters  der  (n — ]}ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 
obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmenten  OAifOA%,:.. 
OAn  folgende  Gleichung  stattfinden: 


Dieser  Glekhnng  geschieht  Genige,  und  zwar  ^ns  aoab- 
hängig  von  der  Richtung  der  Transversalen  T,  wenn  O  ein  Dop- 

Selpnnkt  des  Gebildes  L  ist:    denn  in  diesem  Falle  niÜA  unter 
en  Segmenten  OAi.OA^*,..  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L  zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O  nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  L^  also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  L  selber  ist,  kann  man  die  voran- 
gehende Gleichung  durch  das  Produet  aus  allen  Segmenten  divi- 
diren,  und  es  enteteht  der  Satz 

0=7^+   7^+ +      * 


OAi  ^  OA^  ^ ^  OAn 

Hierdurch  wird  nun  klar,  dass  die  früher  besprochenen  Punkte 
P  nichts  anderes  sind  als  Mittelpankte  der  Gebilde.  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet,  durch  welche  man  in  jedem 
g^ebenen  Liniengebiide  jene  Punkte  P  wirklich  finden  kann. 

Da  die  Bestimmung  der  Punkte  P,  wie  mir  scheint,  nicht 
ohne  Interesse  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenständ  in  meiner 
oben  erwähnten  Schrift  nur  kurz  beröhrt  werden  konnte,  so  dürfte 
ein  näheres  Eingehen  in  die  Sache  nicht  unerwünscht  sein.  Ich 
werde  mich  jedoch  auf  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
bestehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Punkte  P  mitteist  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  Liniengebilde  L  sei  aus  n  geraden  Linien  zusam- 
mengesetzt, und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
schneiden. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  n  Linien  einander 
dorcbschneiden ,  ist  =   \  ^     •  Jeder  von  diesen  Punkten  ist  ein 

Doppelpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  Z.  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n— 1)^^  da- 
her ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L  angeborigen  Punkte  P, 
d.  h.  jener  Mittelpunkte,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte 
sind. 

Hiernach  hat  also 

ein  Aggregat  von  3  geraden  Linien    1  Punkt    P, 
'      »  3,  5,    4       „  „        3  Punkte  P, 

M  »  >9         Ö  „  „  O  „  ", 

»  if         ^  99  99  A"  9*  *      » 

U.         S.        W. 


u 

Di«  CileidhiiBg  des  y^twmg^sUäm  GebtldM  L  bat  «Ue  Form : 

Setzt  man  ^IfiP  zur  Abkfirzaog 

g— if.coti«-f/«c=F«, 
so'  ist  in  unseren!  FaHe 

5  (f  »^)  ^^  ^1  »li-^s  ••••  ^fi  >     * 

folglich  die   Gleiehunff  (a)  des  zur  Richtung  u  gebSrigeo  Diame- 
ters der  (n — l)ten  Ofunung  jetzt  folgende: 

0* ^ .€etti  +  ^^         ■  0) 

Diese  Gleichung  ist  vom  (n — l)ten  Grade,  und  gehSrt  einer 
Linie  der  (n— l)ten  Ordnung  an.  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit- 
telpunkte von  X;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte»  in  wetchen^ 
Bestandtheile   von  L  einander  durchschneiden»    und   enthalt  z»* 

gleich  die   • j-o ^^    Punkte   P.     Man    bat  also   nur    zwei 

solche  Linien  der  (n<— l)ten  Ordnung  zu  zeichnen,  um  die  Phmkle 
P  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  GWissenreihe  Fi,F^„..Fn,  indem  wir  nicht  vonF^, 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  F^  derselben  zu  zählen  an* 
fangen,  durch  • 

F^,F(^f  1 ,  F|pf  a......  F|p+fi-i , 

wobei  also  Ff^n  mit  F(  einerlei  ist,  und  bemerken,  dass 

ist,  so  erbalten  wir  aus  (I)  die  Gleichung: 

^-^<!\ 5| •  «="*«  +  — — d^ J 

+  F^+1  •  F^2  ••  •  •  ^^+«—1  •  (coti« — cotA:^). 
Wird  nun  u=kQ  angenommen,  so  folgt  hieraus 

Der  zur  Richtung  ti=Ar^  gehörige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
ist  hiernach  ein  Aggregat,  bestehend  aus  der  geraden  Linie 


u 

und  ans  der  Linie  der  (n— 2)ten  Ordnung,  welcher  die  Gfelf^niig 
0=  d(F^ .^Ff+n-i)   ^^^^^  ^  d(F^.^Ff^^)         ^j ^ 

aiisehSrt.  Die  Ltnie  F^tsrO  ist  ei«  ßestandtheil  voaX,  und  ent* 
hxit  daher  m— 1  Doppelpunkte;  die  übrigen  Doppelpunkte  6a  wie 
die  Punkte  P  müssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen. 

Hiernach  reichen  zwei»  nach  der  Vorschrift  des  Satzes  (II) 
gebildete  Linien  hin ,  um  die  Punkte  P  zu  bestimmen«  Ihrer  Glei- 
chung zufolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
funden: man  betrachtet  irgend  welche  n — 1  Linien  oder  ßestand- 
theüe  des  GebUdes  jL  als  ein  besonderes  Aggregat»  und  sucht 
Iiir  dieses  einen  Diameter  der  (n — 2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen» 
welcher  zur  Richtung  der  nten,  in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 
genommenen Linie  von  L  gehurt. 


Ich  wende  mich  nun  zur  BestimrouDg  der  Punkte  P  mittelat 
Zeichnnng. 

.  Zunächst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mittel  ab» 
diireh  welche  die  Auflösung  einer  Aufgabe  mSglich  wird»  welche 
80  lautet : 

Das  aus  n  geraden  Linien  zusammengesetzte  Gebüde  L 
werde  von  mehreren»  zu  einander  parallelen  Transver-r 
salen  TT'T** ,.,  durchschnitten»  und  zwar  von  T  in  den 
Punkten  AiA^„..Anf  von  T'  in  den  Punkten  A\A^.,A\f 
von   T"  in  den  Punkten  A^'yA\..,A'ni  u.  s.  w.;     man 

soll   in  jeder    von    diesen    Transversalen    TT jene 

Punkte  angeben»  durch  welche  der»  zur  Richtuns  dieser 
Transversalen  gehörige  Dianieter  der  (n — l)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

Behufs  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorläofie 
Iftrch  O  einen  von.  jenen  Punkten,  welche  die  Transversale  2 
Bit  dem.  gesuchten  Uiameter  gemein  hat»  eben  bo  durch  O*  einei^ 
Ton  jeMn  Punkten»  welche  T*  mit  dem  Diameter  gemein  bait 
I.  s.  w«  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  als  Anhalt  4» 
Gleichungen : 

Q=i{OAi  0.42....0^„)C«-^), 
0  =  {0'A\  0'JV..O'J'«)(«-A), 

Or=(0"^"i  0''A\.„0**A\Y^-^) , 


16 

'Man  wähle,  nach  Willkfihr,  in  T  einen  Punkt  X,  in  T  einen 
Punkt  X[,  in  T'  einen  Punkt  X",  a.  s.  w.,  so  ist,  algebraisch 
gdnomittvn, 

oj,=jrJr-i:o,  o'Ar^X'At-x'&/ 

O"  J'V= A'^ii'V  -  A"  O", ..... 

Führt,  man  die  hieraus  sieh  ergebenden  Wertbe  flir  OAi^ 
OA^9^,.,  in  den  vorangebenden  Gleicnungen  ein,  so  ergeben  sich 
folgende  Sätze: 

0="2rl  (^iy.X'(yn—iS^^^:^^,(X'A\  X'A'^...  X'A'nY^), 

u.    s.    w. 

Die  Punkte  AiAg.,..,  A'iA\,...  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  nun  die  Punkte  XX*,.„  durch  beliebige  Annahme   festgestellt 

werden,   so  sind  ih  jedem  Falle  die  Segmente  XA^y  XA^, ., 

X'A'i,  X*A^ ebenfalls  gegeben.    Die  vorstehenden  Gleichnn> 

gen  geben  also  direet  die  Wertbe  der  Grossen  AO,  X'O*....  Es 
ergeben  sieb  aber  för  jede  dieser  Grössen  n—l  Werthe,  und 
durch  diese  sind  in  jeder  Transversalen  diejenigen  n — 1  Punkte 
bestimmt,  durch  welche  der  zugehörige  Diameter  der  (n— l)teB 
Ordnung  geht. 

Die  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Punkte  XX',...  so  wählt,  dass 

(XAi  XA^ AJ„)(i)=0] 

(X'A\  X'A'^...  X'A'nY '  ^= o(  (111) 

u.    s.    w. 

I 

Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX'  X" in    einer 

geraden  Linie,  in  dem  zur  Kichtung  der  Transversalen  TTT"..,. 
eeh5rigen  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L\  es  werden 
daher  durch  zwei  Punkte  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Um  aber 
diese  zwei  Punkte  zu  Onden^  nehme  man,  nach  WillkÜhr,  in  T 
einen  Punkt  U  und  in  T'  einen  Punkt  V  an,  und  bemerke,  dass 

XAr^üAr—üX,      X'Ar=V'A*r-V'X' 

ist,  so  fallt  in  die  Augen,  dass  den  Gleichungen  flll)  gemäss 
siein  muss 

n.f7'^=l7'J'i  +  C7'J'a+ -{-VA',}  ^    '^ 
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tn^oloe 'der  ABnabmen  (Di)  fallen  in  den  ob^en  Gleichting«ti 
rar  XOi-  Ä'O',...  die  zwelteA  Glieder  wegi  und  man  hat  demnach 

-  (n— 3) .  XÖ-^.(XAi     XAt ....  i:j„)(3) 
+  (n-4jt .  XO—^.  (XAi     XA^ ....  JC4,)(4) 


nnd  eben  solche  Gleichungen  för  X'O',  X"0",.... 
Wegen  (III)  ist  aber  audi 

-2.{XAi      XAt...XAnf^)  =  XAi*^XA^-^....-{rXÄn*, 

+  Z.{XAi     XA^...  XAnp)  =  XAj}  +  JLA^^  + .... +Z4,», 
—  8.(X1»    XAt...XA,)Wz=%{XAi*^XA^*^...^XJn*)  , 

-  (X4i«+-X4«+..  +  Xft,«)«, 

Ö.      S.      W, 


9AXO^^^^.XO'-K(XAi*-^XA^^-{-....-^XAn^  (V) 

-^^.XO"-».  ^.{XAy*-\-XAt*-\-...^XAn*) 


Die  CoefBcienten  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  leicht  auf 
dlefeoige  Form  bringen,    welche  fiSr  die  Auflösung  am  passend* 


\  Ittan  zeichne  ^Taf.  L  Fi«;.. 6.^  einen  Winkel  ZJlQ  von  be- 
tiei>i^'er  Grösse,  nehme  auf  dem  einen  Schenkel,  von  der  Spitze 
X  ab  gerechnet ,  ein  Stück  XZ  von  beliebiger  Grösse,  und  trage 
dann,  ebenfalls  von  Jl  ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedetn 
Schenkel  aufgetragen ,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Ptekt .^,1  .  auf  dem  anderen  der  Punkt  Q  bestimmt,  also  XQ 
^XAr,  so  verbinde  man  Z  mit  Q,  und  ziehe  durch  Ar  die  Linie 
AfZiii)  parallel  zu  ZQ;  ferner  verbinde  man  Z  mit  ZA^)^  und 
riehe^  parallel  zu  ZZr^\  durch  Ar  die  Linie  ArZti^);  weiterhin 
verbinde  man  Z  mit  Zr^^)»  und  ziehe  wieder  durch  Ar  die  neue 
Unie  JrZi^')  parallel  zu  ZZr(2);  n.  s.  w. 

Tbeii  Xn.  % 
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Unter  dienet  Voranssetamig  hat  man  iwiachen  dein  S^iSS^ 
XAr,    de»  iTillkfihrliohen  LäDge  JTZ,  und  dM  StOeken  JCSi^ 

JirZrW,...  XZ/9)  folgende  GleichnDgen : 

2[Ar.XAr=XZ.XZr(^), 
XAr.XZr^^^Xt.XZr^, 
XAr.XZ/^)=::XZ.XZr^^), 


XAr.XZr^^^)  =  XZ.XZr^); 


and  wenn  man  diese  da^cb  JMuItipIicaljon  verbindet»  so  eigidM 
sieh  der  Satz: 

XAr^^  =  XZ9.XZ^0. 

Verfthrt  man  also  In  Bezog  auf  ledes  der  S^mente  XAi,..* 
in  der  itagtgebenen  Weise,  benäit  aber  die  willkührlldie  LSnce 
XZ  unverändert  bei,    und  sucht  nur  die  entsprechenden  Stilen 

XZi^^),   XZJ0t ,    so    ergiebt  sich  för  die  Uebertragung   der 

Summe  gleicher  Potenzen  von  den  Segmenten  XAi,  Jui^...  die 
Norm: 

XAi9^^+.,..  +  XAn^^-XZ9.(XZii9)+XZJi0  +  ...  +  XZn^)), 

wobei  SU  bemerken,  dass  in  der  Summe 

-XZx(e) + JTZjC«») + .... -f  jrJS.(0 

das  Stück  XZr^Q)  eben  das  Zeichen  -f  oder  -*  erhält,  welches 
der  Potenz  XAr^^  zukommt 

Diese  Reductionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Coefficienteii 
der  obigen  Gleichung  (V)  für  XO  fährt  dahin,  dass  jeder  Coefil- 
clent  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

jrze.i 

ersetzt  werden  kann^  wo  X  eine  einfache  Linie  von  besttnater 
Länge  Ist,  und  die  Gleichung  fiir  JTO,  wenn  man  XZ=p  setz^ 
In  RQckslcht  auf  Form  und  Beschaffenheit  der  Coefficienten  fol- 
gende wird: 

0  =:  a:o«-»  -p.ajf  o»^»— p«.ft,xo«-*— |i».cjro-^  - (vi) 

Es  kommt  schliesslich  damaf  an ,  die  Wurzeb  diesw  GM* 
ehvng  durch  Zeichaung  zu  finden. 

Z«  diesem  Ende   betrachtet  man  die  Gleichung  (V)  als  da» 
^wth  «ntstaadea,  dass  aas  zwei  Gleichungen  mit  zw«i  unhnkaM 
Grossen  x  y  die  eijM  dieser  GfSssoR  eümlniit  woiJen.    ist 


k 


1» 

die  eine  dieser  Gleichopgen  vom  ^ten,  die  andere  vom  mfieik 
Grade,  so  wird  die  aus  &t  Elimination  liervorgeliende  Gleidiuns 
vom  nun'ten  Grade «  oder  aach  vom  (fft.fft'— 1)ten,  wenn  der  Coe^ 
ficient  des  letzten  GBedes  =0  ist.  Man  hat  also  vor  Allem  die 
Wertlie  von  m  und  tnf  so  festzusetzen,  dass  m,m'  entweder  =  n  —  1» 
oder  doch  =n  wird.  Die  Coefficieoten  der  einen  and  der  anderen 
Gkicbnng/^iBdabereozii  wiblen,  ilass  das  Resultat  der  EUmioa- 
tion  mit  (VI)  einerlei  wird. 

Jede  daeser  zwei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krummen  liinie  aligehörig,  in  cfer  Weise  aber^  dass  die  Coordi- 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen  der  anderen  Linie  sind. 
Diese  fipien  keimet  man  so  weit  ^9  nTithigi  um  die  Duich- 
sdidittspunfcte  derselben  zu  finden.  Von  den  Coordinaten  die- 
ser Durclischnittspunkte  sind  die  zu  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Werthe  von  JlO,  und  «war  die  x  oder  die  y»  je  nachdem  y 
oder  iT  durch  Elimination  entfernt  werden  muss ,  um  die  Gleichung 
(Vf)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  nothigen  Constructionen  gestalten  sich  Ux  der  Anwendung 
ziemlieh  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Ume  XZ=p  fär  aUe  Transversale»  TTT'^...  unverändert  bei- 
beludten  kann.  Ferner  kann  man,  wenn  JrO=y  gesetzt  wird, 
als  ^  eine  dar  beiden  Gieiohuegee  folgende  nshiaop 

Bo  dass  man  ftr  alle  Transversalen '  auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
rabel ausreicht,  und  nur  noch  die  zu  jeder  Transversalen  gehu- 
rige zweite  krumme  Lidjie  zu  bestimmen  bleibt 

Zar  Erläuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen. 

Erster  Fall.    Wenn  n=3  ist,  so  erhält  man  aus  (VI) 

9—XO^—p.a, 

In  diesem  Falle  i$i  das  Frodaet  pAi  dnreb  ein  Quadrat  h^  zu 
ersetzen,    und  es  sind   dann  -{-h  und  — h  die  Werthe  von  XO, 

Zweiter  Fall.    Wenn  n=^4  ist,  so  wird 


I. 


0=XO^--pM.XO'-f^.b. 

Diese  Gleichung  ist,   wenn  man  XO=:y  setzt,    das  Resultat  der 
Efimination  von  x  aus  den  Gleichungen: 

0 = x^+y^  —  (p+a)x  —  b.y ; 

von  welchen  die   zweite  einem  Kreise  angehurt,   dessen  Mit^l' 
paokt  eine  solche  Lage  hat,  dass 
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seine  Abscisee  (x)  s*-«-,  .I,.:i;i 

„     Ordinate  (y)  ^q> 

■  '  s     "*    ■      ■  ■  • 

Der  Kreis  geht  durch  den  Seheitel  der  Parabel,  von  d«n  A'"^ 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  Ist  :       i 

der  Radius  des  Kreises  =V  (^^"^^  ^0'  .  il 


'Mm*? 


Dritter  Fall.    Wenii  n=S  ist,   also  nach  (Vl^  ,^^  ^^Hp«: 


ist,   wenn  man  Jr0=y  setst,   das  Resultat  der  EU 
jc  aus  den  Gleichungen 

IL    s.    w. 


•    ■ :» 

•••1  ■  ■  t 


..\ 


Usende  Gleichung 

so  sind  die  Hülfsgieichungen: 

die    tweite  gehOrt  wieder  einem  Kreise   an,    von    d 
telpunkt 

die  Abscisse  ipc)  =^-"  > 

6 

„    Ordinate  {y)  =2 

ist,  und  dessen  Radius 

Vierter  Fall.     Die  xa  n=6  gehörige  Gleidnmg 
0=  X0^-p.a.X0*—ii^.b.XO^-p\e.X0~p* 


•     ilR 


2t 

In  Taf.  IL  Fig.  1.  ist  ein  Aggregat  von  vi^r  geraden  Linien 
AA!^  BB,  CO 9  Djy  vorau8gesetzt>  welche  alle  einander  durch-, 
schneiden.  Ein  solches  Gebilde  hat  neun  Mittelpunkte ,  unter 
diesen  aber  nur  drei»   welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 
dritter  Ordnung  des  Gebildes  zu  Hülfe  genommen ,  und  zwar  jene, 
irddie  zu  den  Richtungen  der  Linien  AA  und  BB  gehören. 
Der  erste  yon  diesen  Diametern  besteht  aus  der  Linie  AA'  and 
aus  dem  zur  Richtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
Bimg  des  Aggregates  der  Linien  BB'y  CO,  DW;  der  zweite 
besteht  aus  der  Linie  BB  und  aus  dem  zur  Richtung  von  BB 
gdKSrigen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AA^,  C(y,  DD'.  Die  erwähnten  Diaraeter  zweiter  Ordnung  sind 
Bnperbehi,  und  zwar  sind  aa  und  a'af  die  Zweige  der  einen,  ßß 
UBct  p'ß'  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Diese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  in  den  Punkten  P  jR*  P",  und 
diese    sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte   des  vorausgesetzten 

Gebildes^ 

• .    ■  .     .  ■  ,         • 

Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  bestimmen ,  sind 
las&dist  die  zu  den  Richtungen  AA*  und^JS^  gehörigen  Diame* 
ter  erster  Ordnung  aa*  und  ob'  gesucht  worden,  nach  Anleitung 
der  Sätze  (IV)  für  den  Fall  n=3.  Der  Diameter  aa'  siebt  in 
klier  zu  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  {BB,  CC'^ 
jDD9  unmittelbar  den  Punkt  X  an,  von  welchem  ab  die  verschie-^ 
denen  Segmente  gezählt  werden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter bb  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA'^ 
CO,  DD^. 

Angenommen,  das  Gebilde  {BB^  CC'y  DB)  werde  von  einer 
zaAA'  parallelen  Transversalen  in  den  Punkten  ^^i  A^A^  geschnit- 
ten, so  hat  man,  weil  X  in  aa*  liegt, 

XAi+XA^i^XAji=0 
Qod  nach  (V) 

0=  XO^  -  g^-  (XAi^,+  XA^^  +  XA^^) . 

Sind  nun  die  Punkte  AtA^A^  von  einander  verschieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  die  Hypotenuse  L  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

XAi  und  V(XJa«-f  Xdls*) 

sind,  sueht  femer  den  sechsten  Theii  V  von  £,  und  bestimmt 
eodlich  die  Hypotenuse  X  des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
Katheten  einander  gleich,  jeder  aber  =Z^V3,  so  wird 

ÄO»-^«=0,  d.  i.  ZO=+A. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  Ai  A^tA^  zwei  zusammen,  d.  h. 
%Ai  die  Transversale    durch  einen   Doppelpunkt  des  Gebild^^a 
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iBB',  CC,  Diy),  so  Ut  keinerlei  ^«iclmang  oSfhig.  Wenir  «im* 
iieli  XA»^ssi XAii-s^X  isf,  so  ist,  ohne  Rfieksicbt  adf  Vonceiciietf,- 
4C4,=2fe  felgiich 

Das  In  Bezug  anf  den  Diameter  de«  Gebildes  (BBf^COt 
t>iy)  Beinefrktd  eilt  aach»  mutatis  mutandis,  für  das  GcUld* 
{AA',  CO,  D1>). 

Id  Be»ig  auf  die  Lager  der  Punkte  P  P'  P"'  uA  ndeb  Folgso«. 
de»  zu  benMtktn.  Durch  die  Linsen  AA',  BB',  CC,  BD'  vraH 
den  drei  Fläefaenstücke  bestimmt,  sswei  Dreiecke  nnd  ein  VisiiMk^;, 
welche  Btbsn  euiaoder  liegen ,  so  dass  keines  als  Theit  des.Mh 
deren  genommen  werden  kann.  In  jedem  dieser  Flächeostitkii 
liegt  ab«r  einer  von  den  Punkten  P  jP*  P". 

An  einem  Gebilde  von  iHnf  geraden  Linien^  welche  alle  eiiH 
ander  durchschneiden »  und  zwar  in  10  verschiedenen  Panktea^ 
kann  man  sechs  solcher  Fläehenstücke  unterscheiden ,  welche 
neben  oder  ausser  einander  liegen,  und  in  jedem  diesei  Flächen- 
stücke hat  einei  von  den  sechs  Mittelponmn»  weiche  de«  Oet 
bilde  sBukonimea,  seine  Stelle. 

AebnKcihes  gilt  von  der  Lage  der  Mittelpunkte  dpes  G^bU-. 
des  von  seche  und  mehr  geraden  Linien* 


>     ■  ^  > 
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II 

tttni^e  Bemerkungren  ttber  loxodro- 
otische  Dreiecke  Im  Allffemeinen. 

V<»ta 

dem    Herausgebe!*. 


In  meiner  ^yLoxodromischen  Trisonometrie.' Cin  fiei- 
ilrag  KUT  Mautlk.  Leipzig:.  1849."  habe  ich  Hbf  iliolche  loxo- 
AfotiiiAche  Dreiecke  betrachtet,  die  auf  der  Obetfläehe  des  Etd- 
ellipsoids  von  einer  lakodrotnistcben  Linie  nod  den  btfiden  zwischen 
deren  Endpunkten  und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  lie- 
genden Meridianbogen  begrämst  werden.  Dies  ist  ganz  mit  Ab- 
sicht geschehen,  weil  nur  solche  loxodromische  Dreiecke  in  der 
Nantik  zur  Betrachtung  kommen  und  für  den  praktischen  Gebrauch 
in  derselben  von  Wichtigkeit  sind,  idh  aber  dabei  auch  die  Ana- 
logie mit  der  Sphäroidischen  Trigonometrie  im  Auge  hatte,  wo 
man  zunächst  auch  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt, 
welche  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoidi^  von  einer  geodätischen 
oder  kürzesten  Linie  und  den  beiden  zwischen  deren  Endpunkten 
und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  liegenden  Meridianbo- 

fsn  begränzt  werden.  So  wie  ikian  aber  namentlich  in  neuerer 
eit  bekanntlich  viele  merkwürdige  Untersuchungen  über  von 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gestellt hat,  iM  fuhrt  auch  die  Betrachtung  von  Dreiecken,  welche 
auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  drei  loxodromischen 
LMeo  eiDgeschlossen  werden,  zu  manchen  nicht  ganz  uninteres* 
santen  Resuttalen,  die  aber  flr  die  ntiutische  Praxis  keine  Bedeu- 
tung haben,  und  daher  der  Tendenz  meiner  oben  genannten,  na- 
mentlich auch  für  wisseasclu^lch  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
und  deshalb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
iMNidtitti  Seftdlt  fem  Ingen.  De»  theoretischen  Interesses  wegett 
will  ich  aber  in  dem    vorliegenden  Aufsätze  einige  EigensdbaÜefV 
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solcher  allgemeinereD »  von  drei  loxodromischeD  Linien  auf  der 
Oberfläche  des  Erdellipsoids  eingeschlosseoen  loxodromischeo 
Dreiecke  eotwickelD»  und  werde  mich  freuen,  wenn  dadurch  yiel- 
leicht  einer  oder  der  andere  Leser  des  Archivs  diesem  Gegen- 
stande weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte»  da  mir  selbst 
jetzt  das  wirklich  in  der  Praxis  Anwendbare  näher  liegt.' 

Es  mögen  daher  jetzt  Aq,  At,  A^  drei  durch  loxodromische 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene»  und  da* 
her  die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  dar* 
stellende  Punkte  sein.  Die  Längen  und  Breiten  dieser  Punkte 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  „Loxodromischen  Trigono- 
metrie'^ gebrauchten  Bezeichnungen  wenigstens  in  analoger 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,-  respective  durch  Üo,  ^Of 
Jji,  Bi;  L^f  Bg^  bezeichnet  werden.  Den  von  einer  loxodromi- 
schen Linie  mit  den  sämmtlichen  Meridianen  eingeschlossenen 
Winkel,  welcher  nie  ^össer  als  180^  und  stets  so  genommen 
wird,  däss  er  von  den  Meridianen  aus  nach  der  Seite,  nach  wel- 
cher im  Aequator  dieLängen  vonO^  bis  360^  gezählt  werden,  von  der 
loxodromischen  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positiven  Pols  des  Erd» 
ellipsoids  hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.^  17.  Nr.  4.  den  Curs  ge» 
nannt.  Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  den  loxo* 
dromischen  Linien  oder  Distanzen 

AiAt^=Sf,9  A^Aq^zsi»  AoAi^S2 

entsprechenden  Curse  respective  durch  Sq,  Oj,  S^  bezeichnet 
weraen.  Die  Längen  sollen  in  der  Ordnimg  Lq,  Li,  L^  im  Fol- 
genden aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

In  Taf.II.  Fig.2.  ist,  wenn  wir  uns  dieLängen  von  Aq  aus  nach 
der  Seite  von  Ai  und  A^  hin  gezählt  denken,  nach. der  Grund- 
eigenscbaft  der  loxodromiischen  Linie  offenbar 

^.Ai  Ao  ^2  =  ^1 -®a» 

Z^a  Aj,  4)  =  18OO-«(8o-02)- 

^Ao  A2  ^i=9o— ®i 
oder  ' 

^Ai  Aq  A^^S^—Si, 

^A^  Ai  Ao=im^-  (Öa-  &o)  > 

Zi^o^a  ^  =  ©1-00; 

also,  wenn  man  in  beiden  Fällen  addirt: 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  Winkel  des  loxodromischen 
Dreiecks  AqAiA^  bloss  durch  Aq,  Ai,  A^  bezeichnen: 

^0  +  4+^=1800, 

welche  Eigenschaft  also    das  allgemeine  loxodromiscbe  Dreieck 
mit  dem  ebeoen  Dreiecke  gemein  bat. 


Ferner  ist  :9acl|d0n.f!6awe|o,,36fO>  meiner  ^i^I^ojEQdxo.mi^^ 
Aen  Trigonometrie.    S.  32.": 


)der 


und 


bd«'  =••' 


•    •     •         1-1 


a(l— e«)  /»«.  83 

**>  ■"■  >öi9o  J      (l— e»sm5«)5 ' 

*^ ""       cosöi  J      (I— «2«inö2)f ' 

*«•"  cosöay      (1  — Ainö*)*' 


/*^i     ^85 


B. 


1     Jl.«  ' 


(A>-.A)cöte,=(l-6«)y      eo^5(l-e>sin5«) 


/»Ä«        85 
/^i'o         85 


/»Äi         85 


)lltl 


1 1 


Al«o  tat,  wM  matt' iio|$Ieioh  doreh'&il^tlon  findet: 

(L,  -X^cotöo  +  (X«—  Lo)  cot©i  +  (lö— £,)cote,  ^  0 

1 1. 

und  i.    . 

SoCOS^o  —  Si  cos  ^1  +  ^  COS62  =  0 

oder  ...  , 

lo  cos6o  -f-  s%  cos  02 = '1  cos^i  y 

wo  man  auch  die  Analogie  dieser  letzten  Gleichung  tnit  einer  bekann- 
ten Formel  der  ebenen  Trigonometrie  sogleich  erkennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  52)  meiner  «»Loxodromischen 
Trigonometrie.    S.  39/^: 

tang(45o  +  ,5Äi) 
I ^- 

Li-La=tangeo|  taÄg<49^+  g  J^i) 

1     (t  >f  e  isin  Bi)  (1  ^e  BinB^] 
^5  ^*(l— esinJSüa +  <'sinÄa)/ 


\  •  /• 


/ i 

Li--A)=tangÖ,  ^  tang(45o+^Äo) 

2  *'  (1— esinSaXl  +  eamJio) 
tltog(45«+J^) 

' i — 

Lo-Li  =  tange,  i  taug(45o+  ^Ä») 

1  I  (1  -f  csin^o) (i—esmBi)] 

2  "  (1  -  eainÄo)  (1  +  esioBi) 


also  durch  Addition: 


tang(45<>+?,ß,) 

1 


_1   y  (1  +  gsin  Bi)  (1— gsingg) 
^  "  (1  --e^lnBiUl+e^B^) 


ir 


v,    »- 1— 

1    ,(l  +  e8in^(l— esinBol 


) 
) 


_       tain:(48»+^Äa) 

r ' — f — 

+  tanftÖa  {  **»g  (45^  +  2  *i) 

1      (l+egini?o)(i— >c6in.gt) 
"  2  * '  (1 — e  sin  Bo)  (1  +  «  sin  A) 


U    ii)' < 


Filr  e=0,  d.  h.  fär  den  Fall  der  Kugel,  iBt: 

.  •   ■    .  j ■       I  . .  . ■     •  ■      .       " ■.    .  1     '    .  ■ ,    ■        ' • :  I       -f  -i. 

'.  i  :     .<■.    .     '  .  ?  :    .  »'.;••  ■.  '^^  ■       .  ■  I    ;''■■.  =  : 

.      tang(45o  +  «Äi) 

f    1.  Ab 


\:   " 


taDg(4öo+j^ 

/^-I^^astaog^J TT**-' 

,        tangC^+gÄJ,), 

taDg(46«+|i?o)  . 
taDg(45o  +  |«k) 

.  ■'  I  ■:■.  ..  .-.    .    ..    .-.  •■   •/■■ 

und  wenn  mad  addirt; 

tang(450 +|ä,)  tolng(450+  g  B^ 

Oz^tangeol T +  taog«,I 1 

ttDg(45o  +  |Ä^  .tog(ÄP  +  2JBo) 

+  tang  ©,  i 1 , 

lwigC4»«+5Äi) 

4. 

oder 


■*. ;  t      i 


/     I  • 


0=(tagei,-tangej)  lt8ng(4S«+jÄ.) 
+  (tang^  ^Ung  «s)ltMig  (46«+  Jb«) 

+(tang eb-tang »o)l  tärig (45o  +  gÄ,), 


oder 


0=sin  (»0— öi)cos  »altang(45«+ ^Ä^ 

+  siQ(ei— ö«) cos  »gl tang (450+5 Äo) 

+  sm(öa— öo)cosöiltaiig(4ö«  +  2Äi). 

Für  6=0,  d.  I.  f&r  den  Fall  der  Kugel,  ist  auch  oach  der  Formel 
63)  meiner  „Loxodromischen  Trigonometrie.  S.  41/' 

ji=    a(ßi  —  Bo)8ec9^; 
woraus:  i  - 

cos  6o  =  — ^— ^ ^>  cosÄ.  = ^^-^ ^,  cos  0« = -^— ^^ ~ ; 

*o  h  *« 

also  nach  dem  Obigen: 

^ ,.  '        ' 

0=  :5C^sin(©„  _  ©,)  itang(450  +  ?;Ä^ 
+  ^*~^  Bln(e^-e^  ltang(45o  +  ^Ä«) 


oder 


^i^^  8in(©a--«o)ltaDg(45o  + ?Ä0 


^a:^8in  (©,  _  ©„)1  tang  (450  + 1  ßi) 

a=  ^~'^^  sin  (»1  -  öa)  l  tang  (45»  +  ^  Ä«) 
+  ^*5^8iD(©o-«i)»tang(45o  + ifi^ 


folgt. 


Wir  wollen  jetzt  4|iich  d^n  Flächeninhalt  loxodromischer  DreU 
ecke,  die  auf  der  Oberfläche  einer  Kuse(  liegen,  bestimmen,  und 
in  dieser  Beziehung  zuers^tl^loss  soloii^  iöxodremische  Dreiecke 
betrachten,  welche  von  einer  loxodromischen  Linie  und  zwei 
durch  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  K^gel.  gehen- 
46n  Meridiänbögeb  etpge$d]losi8eil  werden. 

Der  Flächebiiihalt •  der  .der  Br^te  Q, entsprechenden ^spbäli^ 
sehen  Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  Kugel, 
wenn  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  wie  früher  durch  a  bezeichnen : 

2a*Ä-^2ajt.  asinc5=;2a^9i;  (1 — sin  o) 
=2a«3r{l— cos  (900  — ö))=4a««sin  (450—^5)2 

Sind  nun  oo,  Q  die  Länge  und  Breite  des  Endpunkts  (in*  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  iQxqdromische  X>reieck  von  der  obigen  Beschaf- 
fenheit, dessen  Fiächenin^art  wir  durch  S  bezeichnen  wollen, 
theilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie ;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  Jeicht,  dass  mit  desto  grösser^ 
Genauigkeit,  je  näher  \(a  und  ^(d  der  Null  kommen. 


oder 


^S=4a«ÄSiB(45o--^0)*.^  — t^.rcosS^w.r/iö 


^  5=;.2a*  sin  (450  — 2  5)*  A  ^  -  2  **  ^^**^  ^  ^^  *^' 


||=2««8m(45ö-?5)»||-^r«cos5A» 

•  ■ "      ■      .  • 

ist    Lässt  man  nun  ^td  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
Gränzen  über«  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  „Loxodromischen 
Trlgon,ometrie.    S.  28/'  im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  für  a=ö, 

8(09      tang6 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

all  =  2a«sin(480— 5  S)«  — V  > 
Cid  ^  2    ^    cos  CD 

oder 


;»'  i- 


i80 


•    ■ 


■7..  ..-■      :  ■>     -J-  '.•■'ft 


ti^o  natörlicli  0  eine  coDstaDte  Gr^sae  ist  Also  ist»  wen^  .^>  J^ 
die  Breiteu  der  beiden  Endpunkte  der  das  loxodromisebe  DreiecK 
1lieilit^is0  fcegrStieenden  loxO^romiscihen  Linie  sfind^  - 


I       'i  ■ 


^.  Sin  (45«-?  5)« 
S=2««toDg©/      ——= 8S, 


od^r«  vreil  nach  dem  Obigen 


sin 


(45o-,|s)«=^.J(l-^Slii5), 


«isa. 


sin  (450- 2  ö)*      ^ 


COSCD^ 


J5S  ^  (»cc  6  --tangÖ) 


ist: 


Srsa'taog^^r  r    'sec53S-^/    'tangÖciö  J 


Nun  ist  aber 


_lj   /*8sing         /^  8 sing    > 
=  Li  (1  +  sin  ö)  —  I  (1  -  sinö)) 


axlcQt(4So— ?5)==|tang(«<>+|5) 


.1 


und 


u 


also 


tangöaö= -~y  "^^1^  =«l  C08Ö ; 


/    .secö8ö  =  l— — — T 


/" 


folglich  nach^i^baÄ  Obig^u 


S:=(i^tang9<i--— ir+1  "-^ n 

•         ^^       ta,.g(45o  +  ^Ä) 


oder 


Saifc««taDgei Y 

cosÄtang(45o  +^B) 


m      I    • 


Es  ist  aber  auch 


•  •.  ■  •  1 


co8Ä=sin(90o +iB)=2sin  (45o  + 1 B)  cos  (45o  +g-Ä), 

cosÄ,  =sin(9Ö»4-ßi)  ==2«hi(4Qo  +1^^)  cos(45o  + 1^^); 
folgüch 

cosi?telig(i50 +g-fi)««2sin(45o  4.-.  JB)« 

1  1 

cos  Bx  tang  (450  +  ^i?i) =2  sin  (45o  +  ^  J^)« ; 

und  daher  nach  dem-OJ^igens* 

stai(45o  +  ^Äi) 

S=52a«tangöl 1 

sin(45o  +  5^) 


oder 


•V     « 


>  1 

coa(45o— ^A) 
.$=3a*tangei 1 . 

Bezeichttea  wir  Jetfet  den  Fiftchenlnbalt  ded  loxodromiischefi 
Dreiecks  A^AjA^  inTuf.  IL  Fiff.3.  durch  F^  so  ist  in  dem  ersten  der 
beiden  in  der  Figur  dargestelUen  Fälle  nach  dem  Vorhergehenden  ^ 

F=a«  tang  ©|  1 j 

cosÄo  tang(4{H> +^Äö) 

^        1  ^ 

CosÄatang(4Äo  +  2*a) 

— a^tangöol — '■ f- — 

cos  ^j  tatig  (450 +g-Äi) 

cosJ%tang(45o  4^^^) 

^,a*tang^2l  ■; 1 ' 

co^^o  tang  (450  +  ^B^) 

also 9  wie  sogleich  in  die  Angen  fällt: 

*  '  -  »     • 

teDg(45o+i-^) 

-a*|tang8ol — J 

tang(45o  +  ^Bi) 

taug  (450 +^Äo)| 
+tang  ©j  I j 

taDg(45»  +  5^) 

tang  (450 +|.^) 
+  tang  0al ;; j 


.tang(45«+^Äo) 


Nach  dem  Obigen  verschwindet  aber  der  ganze  zweite,    ab- 
gesogene, Theil,  und  es  ist  also: 


u 

Auch  fiadfet  Ibab  mUtebt  dea  Obigen  sogleich: 
F=2a«{tang©ol T 

I 

siB(4S«'  +  iÄa) 
-ftang^il 1- 

ein(45o+§-P.) 

8iD(46»+|if.) 

+ taogej j 


oder 


8iu(45»+^Äi)/ 


cos  (48* -^s-^) 
fs  2(/*{falig  «,l  — " 7 


co8(45«-gÄa) 

cos(45«— jÄi)j 

+  l»ng'6il  *— '^ — ■ — -= 

cos(45o-iÄj 

cos  (450 -.|ä^) 
+tange'4l~^ £ 

008(48**— 2^) 

In  dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
imi  auf  ganz  äkoliche  Weise : 

co^Ägtang(46«  +  |^Ä,) 
F=Äit«tang»J i 

cosi?i  tang(45°+g-Äi) 

cosißi  tang(46o+^Äi) 
cosÄ,tang(45"  +  ^i?,) 

Tbea  XfX  ^ 


u 


—  a^tang  ©1 1 — j- 


cosfiotang(4ö*>  +^Bo) 


also,  wie  sogleich  erhellet: 


,     tang(45„  +  ^-l?s)^ 

H-a'ltangöil -^ 

tang(45«  +  ^l?0 

ürng  (45»  +  2  Ä„v, 
+ tang  9i  1 j i\  . 

tang(45«  +  2Äa' 

tang(45<>+|^jBi) 

+  tang  ©a  l \ 

tang  (450 +.^Ä„) 

also,  weil  nach  dem  Obigen  der  zweite  Theil  verschwindet: 


F=-««    tang©.l  ^^  +  tang  ©,l  ^3^  +  tang  ©,  l-j^^ 


Auch  findet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich : 

.     8inr45»  +  5Bi) 

F=-2a«|tang©^l j 

sin(45<>  +  5B2) 

sin(45»+?J?,) 
+  tang  ©1 7 

sin  (45" +2^0)1 

sin(45''  +  ^Äi) 

+  tang  ©4 1 T 

sin(46''+iÄ,) 


•       *. 


oder 


jT  =  —  2a2  jtang  #«  l  — -f  — " 

cos(45* — 6^2) 

cos(45«-^Ä2) 
+  taTigeir- p— 

cos(45^  — g^o)| 

cos(46»  — ^Äo) 

^tanga^l j 

cos(45o-2^i) 

Folglich  ist,  wenn  maii  nur  immer  das  Zeichen  so  nimmt,  dass 
positiv  wird,  allgemein  :     ,      _ 


er 


sin  (45»  + 5- A) 

F=±2o«(tang  e.  I j- 

«m(45«+g-Äa) 

slu(45''+|/?4)| 
+taiig  ©i  I -T- — 

,  810(45" +  2^0)1 

eiaitö'  +  lß,) 

4-tang&2l j , 

sin  (45«  +2  A)  ' 


l 


t ;    ' 


», 


ler 


y 


36 

cos  (45« — 2"  A) 

Fa  db  2«*{t8Bg  #0*  -'--: 1 

cos(46»  — I^O 

008(450—1^4) 

+  taBg#|i j 

cos(45»-2-Bo)| 

cos(45«-i-Ä.) 

+ tang©,  I  -> 7- 

cos  (45»  —  sBi) 

4ucb  ist       '     ,  . 

oder 

iif       ■     o.  i/cOS^i  \tang  eo/COS^2\tan8ei/cOS^o  yangO^I 

oder 

F=±a»l{ca«Ä;se.-tge,^^g^^tgöo-tge,^^g^^tge,-tge, 

oder 

gih(0a-gi)  »in(®<j-02)  sin^Si-Sö) 


^^^^^mmimmm 


Weil  nadi  dem  Obigen 

tai,g©o= ^^^ 

taDg(45o+5-Äi) 

» T— 

tang(45o+^B,) 

tange,= ^^^^ 

taDg(45o+^Äj) 

I j ' 

t8ng(450+^5o) 


37 


taDg«,=i iiSZii 

l 


3—  1 

tang(450+2-Äo) 


•0  ist  Mich 


8111(450+1^0) 

F=±2«»Ki.-i») 4— 

tang(450+i  fii,) 

taiig(450-f|-l?i) 
»li.(450+iui) 

810(450  +  5-^ 

+  (L,-L^ 2 

taDg(45«+^^) 

tang(450+|Ä^| 

8iD(450+52^ 

sln(45HjÄo) 
+  (A,-£„) ^ ^ 

taug(45»+2Ä«) 
tang(45»+|Äo) 


83 


F=±'2aH(L,^Lt) 


lsiD(45<'+ jÄ,)— lsin(45''+ ^  A) 
ltang(45    +^ÄJ--ltang(4ßo  +  .jÄ^) 


ltang(45«  +2 «iM taiig(45o+2  ^«Jj 
I  sin  (450  ^  1.^^)  -lsin(45o  +  i  J?,) 


+  (La-l'o) 


ltang(45o  +  iÄi)-Itang(45o+lÄo)  / 


Durch  diese  bemerkensi^erthe  Formel  wird  also  der  Flächei- 
Inhalt  des  loxodromischeb  Dreiecks  auf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Längendifferenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  ausgedrückt 

Ich  will  jetzt  diese  Betrachtungen,  ungeachtet  ihres  theoreti- 
schen Interesses,  nicht  weiter  fortsetzen,  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten,  bemerke  aber  noch,  dass  sich  auch 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
bei  loxodromischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  ermitteln  lassen 
wurde;  indess  können  die  Integrale,  auf  welche  diese  Untersu-  \ 
chung  führt,  nur  durch  unendhche  Reihen  dargestellt  werden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spätem 
besondern  Aufsatze  vorbehalten ,  wenn  es  mir  gelungen  sein  wird^ 
durch  das  Vorhergehende  das  Interesse  der  Leser  fiir  diese  Un- 
tersuchungen vielleicht  einigermaa^sen  in  Anspruch  zu  nehmen. 


39 


Heber  die  Aufstellungr  des  llesstisclM^ 
fkher  einem  auf  der  Erde  gregrebenen 

Punkte. 

Von  dem 

Heraasgeber. 


Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  bekanntlich  last 
immer,  denselben  so  aufzustellen,  dass  ein  auf  dem  Tische  gese^ 
beoer  Punkt  lothrecht  über  einem  auf  der  Erde  seeebeuen  Punkte 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  s^teht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt   gehende 

fegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
er  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Losung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welcnes  man  eine  Einloth  -  Gabel  oder  Einloth -Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  aber  mit  der  Alesstisch- Praxis  gehörig  vertraut  ist, 
wird  mir  hoffentlich  darin  beistimmen,  dass  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Losung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sich  meistens  mit  einem  blossen  „Beinahe^'  zu  begnügen  ge- 
zwungenist. Auch  sagt  lau.  A.  schon  Böhm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Grundlichen  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
von  J.  G.  J.  Cämmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  191.: 
„Den  Messtisch  in  dem  Punkte J?  auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
daAS  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
b  auf  dem  Tische  über  B  auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  des 
Tisches  in  einer  bestimmten  durch  bB  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
sei  eine  allerding&f  nicht  ohneUebunt:  und  grosse  Auf- 
merksamkeit aufzulosende  Aufgabe/*  Der  Grund  der  Scb wie- 


M 


rlgkeit  dieser  Aufgabe  liegt,  witt  ein  Jeder  gleich  Übersieht,  lediglidil« 
dem  Umstände,  dass  mch  der  Tisch  nach  der  gevriilin liehen  Eiw- 
ficbtung  our  um  Meinen  Mittelpunkt,  d.  h.  bloss  centnecb,  nicht  auch  ev- 
cenlri.if.'h  drehen  \^st,  und  eshat  dahernicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  (Jebelstande  durch  verscbledene  besondere  l^inrichtungen  des 
Tiscbesabzuhelfen.  Man  hat  das  TischblattineinemKabmen  verschieb- 
bar gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere, 
zuerst  von  Bngge  gemacht  trorden  iät,  und  sich  l)ei  mehroreu 
älteren  Messtischen,  die  mir  vurgelcommeu  sind,  in  Ausliibning 
gebracht  findet;  Ja  man  bat  sogar  vorgeschlagen,  deo  A1e«stisoli 
nach  Art  einer  /ollmannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
Winkel  mittelst  des  Diopterlineals  oder  der  Kippregel  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisehes,  in  welchem  ein  StiCt  eingeschlagen  wird, 
anzutragen,  und  dieselben  dann  duieh  Parallellimen  mittelst  der 
dazu  erforderlichen  bekannten  »tofaehen  Werkzeuge  (M.  s.  z.  B. 
?«eueBte  Versuche  zur  Erleichterung  der  praktischeu 
Gveuetti«)  von  Voigt,  Coureeler  inQuedliibure.  Leip- 
zig. 17i)l)  oder  mit  Uülfe  eines  dreibeinigen  Zirkels  (M.  s.  z.B. 
Beiträge  zur  BefSrderung  geometrischer  und  eengrij« 
phischer  Messungen  für  dieienigen,  welche  derglei- 
chen Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
B.  M.  1804.)  an  die  aul'  dem  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über- 
tragen. Wie  unpraktisch  Vorschläge  der  letzteren  Art.  und  wie 
tvenig  förderlich  dieselben  der  grossen  Geuauigkeit  sind,  welche 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtiscbe  allerdings  errei- 
chen lässt,  iitiersit;ht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  und  solche 
künstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  halte;  ich 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nüthigen  und 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden,  und  doeb 
iiuch  nicht  alle  von  ihnen  geboffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bloss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbai 
»ei  und  bleute,  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein,  die  man  uU 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  nenn  man  nicht  der  Geiiaujgkdt 
der  so  vielen  schönen  Arbeiten,  welcbe  Hieb  mit  dem  Miisstiscbe 
jtusitihren  fassen,  wesentlichen  Eintrag  thuu  will.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nnthwendigkeit  einer  zweckmässigen  LS- 
»ung  der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  „Bei- 
nahe" zu  begnijgen,  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinung  zu  beruhigen,  dass  eine  eiolgermassen  escentrische 
Aufstellung  des  Mess  tisch  es  der  Genauigkeit  der  Operationen 
DJcbt  schade,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  strengen 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an,  di«  Ueberzeugung  auszusprechen,  dass  eine  stets  genaq 
richtige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem  eigentlichen  Stit- 
tionspunkte  der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Operationen 
(2.  B.  bei  Aufnahmen  aus  dem  Umfange)  mit  diesem,  be- 
/gqnders  bei  seinen  neueren  schönen  Errichtungen  zur  Ho- 
rizontaUtellung  der  Planchette,  zur  f^en  Hnrizootalbewegune^ 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel,  d-.iss  man  x.  fi. 
nicht  das  Ocular  nebst  seinem  Fäden k re iize ,  sondern  vielmehr 
da«  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet,  • 
a.  s.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  ausgezeichneten  und  der  j 
metrischen  Schärfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  v 


a  der  ge»-     1 
weaenOfa^^ 


fUfierßd»  »täa  vrird.     Ja  ich  glaub«  mit  Recht  sagen  i 

ium  sieb  bei  riubti^em  Gebratiche  mit  dem  Meisstische  mit   einet 

sentKaeii  Eleganz   arlieiten   läsat.   und   eben    nm   diese  Eleganz 


i  den  Messtideharbeiten   : 
luime, 


1  Gebote  stehenden  item- 
I  früher  ErwöbnuBg   gethan 


.  _j   erhöhen,    habe   ich  michL    wie  ich 

nicht  Uugne,  nienilich  lan^e  damit  besebältigt,  ein  Eweckmäsaigea 
mi  Willie  sicheres  Vert'ähreti  zur  richtigen  Aurstellun;;  des  Ti- 
echea  aufzufinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  üfter  wieder- 
hottun  Narbdenlien  aber  diesen  Gegenstand  datzelMteit;  aber  end- 
lich bin  ich  bei  einem  Verl'ahien  stehen  geblieben,  welches  icb 
ioi  Foleenden  in  der  Kärae  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
llit  uStnig  halte,  ntich  a^f  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzii- 
lassea,  da  es  an  sich  sa  hüekst  einfach  ist,  dass  die  Grunde  ein 
Jeder  soglt^ich  selbst  fiberseben  wird.  So  einfach  die  Sache  auch 
aft  sich  i^t,  SD  halte  ich  sie  doch  für  hinreichend  iricbtig,  um  die 
AUttheihing  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Ort« 
«u  recfatfertweB,  und  glaube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
J«rfer,  wer  ifieses  Verfohren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  i» 
Anwendung  ffefaracht  hat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  sollte 
iBtcii  fast  nicht  wundern,  trenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  wan 
»ich  aher  nicht  hindern  kann,  es  biet  mitzutbeilen,  da  ich  wenig- 
stens mich  nicht  ei'innere,  in  der  i  '  "  ■ 
lieh  reichen  Litei<atur  desselben  sc 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
w«KQ  aber  swei  kleine  sich  durchkreuzende  Bietst iftlinien  völlig 
iiinretcbeu.  Unten  am  Stalire  zwischen  den  Füssen  des  Tisches, 
■luglicfost  genuu  im  Mittelpunkte  der  Ürehnng  des  Tisches,  und 
«Ls«  (jbereinstimmeniL  mit  denn  auf  dem  Tlsc&blatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselben,  den  wir  im  Folgeiulni  der  Kürae  wegea 
jtf  Deanen  wollen,  muss  ein  Hackchen  oder  eine  andere  derartige 
einfache  Einrichtung  3ngel)racht  sein,  um  daran  ein  fast  bhs  auf 
den  Etdboden  reichendes  Lotb  aulliängen  zu  kStmes. 

Der  Statiouspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  B  sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  webhem  von  A  ans  die  gerade 
Linie  AB  gerichtet  ist.  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener  Punkt 
sei  a  und  ab  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
(velche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gegeben  ist.  Man  soll  den 
Ti»di  Sit  aufstellen,  dass  das  TischUatt  horizontal  tst,  der  Punkt 
a  sich  lothrccht  über  A  befindet,  tiod  die  getade  Linie  afi  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entsjiricht,  oder 
die  Linie  ab  auf  dem  Tische  nach  den»  Punkte  B  aul  dem  Felde 
orientirt  ist. 

Dies  zu  hew  erks  teil  ige  n ,  stellß  man  den  Tisch  mittelst  des 
iDk  Mittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der 
MittelpnBkt  71/ der  Pbinchette  lot brecht  über  A  steht,  und  bringe 
das  Tischblalt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing -Schrauben 
zur  feineu  Horizontaistelluut;,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Operation  wo  müglicb  nicht  fehlen  dürfen  ,  und  des  Ni- 
veans  in  horizontale  Lage,  zwei  Errordernlsse ,  denen  mit  der 
Kiiissteo  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
den kann.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittelst  der  Mikrometerscti raube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  B.    Dann  lege  man  die  Kippregel  an  a!H, 
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und  tr^e  dio Linie  aM  von  Maus  auf  derentgegeiigesetztea  Seite 
dieses  Punlites  an  die  Kipjtresel  an,  wodurch  man  in  der  Rich- 
tung der  Kippregel  auf  dem  Meestische  einen  auf  der  entgegen- 
gesetüten  Seite  vor  M  ebenso  «ei'  von  M  wie  a  entfernten  Punkt 
a'  erhält  Diesen  Pnnict  n'  lothe  man  mitteli>t  der  Gabel  auf  den 
Erdboden  ab,  irodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  ent- 
sprerhenden  Punkt  A'  erhält.  Nun  pehme  man  den  lUeAstisch 
weg,  stelle  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hängenden  Lothes  so  auf,  Aass  der  Mittelpunkt  M  der  Planchette 
lothrecht  über  A'  steht,  und  bringe  das  Tiscbblatt  mittelst  der 
bekantiteti  drei  Schrauben  und  de«  Niveaus  in  horizi>ntale  Lage. 
Endlich  lese  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  den 
Tisch ,  ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrätken, 
genau  nach  B,  so  wird  man  jederzeit  zugleich  das  L<^ 
der  in  den  Punkt  a  gebTucbten  Gabel  mit  aller  irgend  erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Htattons- 
punkte  A  einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genane 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier- 
bei, dass  der  Punkt  B  eine  merklich  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A  habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  dem  Meas- 
tische,  namentlich  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ve^ 
sehenen  Kipprcgel,  anzunehmen  gewiss  immer  vollkommen  berceh 
tigt  sein  wfrd. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  den 
IVlittelimnkl  des  Tisches  lothrecht  liber  A  gebra<:fat  und  das  Tiscb- 
blatt horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometrischer 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Parallele 
mit  ab  auf  dem  Tischblutle  ziehen,  die  Kippregel  au  diese  Paral- 
lele legen,  den  Tisch  nach  B  orientireu,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  milssle.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  liegt 
aber  zu  «ehr  auf  der  Hand ,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wtirt 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  mau 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B  ziemlich  weit  erttferot 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  des 
Tisches  betrifft,  stels  vollkommen  befriedigt  finden. 


Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebei 
gleich  zwei  Einwände  machen. 


Verfahren  t 


rd  man  sagen ,  ist  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stations punkte  zeitraubend.  Hieraut  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen ,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  Aufsteilen  des  Tisches  auf  demselben  Stations punkte, 
Inder  Weise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  Wordenist,  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durch  niehrfacbes  Probiren  und 
das  dadurch  nöthig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etvras 
mehr  Zeit  als  das  gewöhntiche  kosten  sollte,  man  dafür  durch  die 
völlig  regelrechte  und  sichere  Proreilur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grüssere  Genauigkeit  de^  EndresullatN  vollkommen  ent- 
schädigt  wird. 
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Zvpeitena,  wird  man  einweiiilcn,  entspricht  das  Uebertrasen  derEat- 
ferbungaMnacb  n'^Uari  der  an  a^tf  liegenden  Kippregef  nur  wenig 
einer  goaunden  Praxis.  Auch  dies  zuzugeben,  bin  ich  im  Gänsen 
geneigt,  glaube  aber,  dass  sich  diesem  üebelstande  durch  eine 
neue  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lässt.  Ich 
wflrde  nämlich  derGuhcl  etwa  die  in  Taf.  ü.  Fig,  3.  dargestellte  Eio- 
lichtung  geben,  An  der  gewiibnlichen  Gabef  ist  ein  Lineal  oder 
eine  Reg^  yi'  angebracht,  die  in  ihrem  Mittel)) unkte  a  und  iu  zwei 
aoderD  zweckmässig  gelegenen  Punkten  ß,  j3' drei ^anz  kleine  völlig 

Sieb  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Regel  an  diejKippregel  an- 
egt  werden  ikann,  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
Klaassclnlheilung  trägt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  r  hat  und  von  da 
an  nach  y  und  f'  hin  auTgetragen  ist.  Der  Punkt  i,  in  welchem 
das  Loth  hängt,  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zontal geätellteu  Planchette  genau  vertikal  unter  der  Spitze  u  lie- 
gen. Der  obere  Arm  der  Gabel  mu^a  aber  in  einer  Nutbe,  an  der 
eigentlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nutbe  feststellen  lassen,  weil  ohne  diese 
Einrichtung  die  Spitze  a  nicht  genau  an  den  Mittelpuidit  M  der  Plao 
chatte  wflrde  gebracht  werden  künoen,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird,  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrich- 
tung der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertragen  von  aM 
nacn  olM,  wobei  natürlich  die  Regel  an  der  xaaM  gelegten  Kipp- 
cegel  und  die  Suitze  a  an  dem  Mittelpunkte  M  des  Tischblattes 
liegen  muss,  und  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a' 
auf  den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  a'  entsprechen- 
den Punkt  A'  erbält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
Verbältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
dei  Planchette  wird  Jeder  geschickte  Mechanikus  gleichfalls  selbst 
au  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
unterlassen  noch  aufmerksam  zu  machen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktet 
auf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Fasse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
fahren den  Punkt  a'  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
neuen  Aufstellungapunkt  A'  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren'sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt.  Diesem  UebeUtunde  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht  iiegegnon,  wenn  man  nur  an  der  an  ajM  lie- 
^Mden  Kippregel  einen  anderen  Punkt  als  a!  aufsucht,  welcher 
sich,  ohne  jenes  Dinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
UlBSt,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
(Uches  gewiss  immer  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
<lie«eu  Punkt  durch  a",  und  lolhen  ihn  auf  den  Erdhoden  ab,  wo- 
durch wir  auf  letztcrem  den  Punkt  A"  erhalten,  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  derKeqel  der  Gabel,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  u"  von  a',  d.  h.  die  Linie  a"a!,  zu 
messen,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
h^jsB  auf  der  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Linie  AA"  ■ro.iiU  4a\ 


■ 
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gchSri^en  ftichtnng  hin  abzumessen,  so  ist  der  Endponkl  dieser 
abgeiHessenen  Linie  der  gesuchte  Punlit  A',  wie  auf  der  Stelle 
«rkellet  Also  auclt  dembei  dem  gewühnÜcheii  Ver&hreo  Öfters  ein  tre- 
teHd«a  Uebdttlande,  dase  die  Füsse  des  Tisches  oder  andere 
Tlieile  des  Stativs  einem  genauen  Ablothen  der  Punitte  auf  dem 
Tische  anf  den  Erdboden  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Verrahren  so  gat  *i-ie  ganz  abgeholfen,  was  demselbeu  vieUeiefat 
ancb  XU  einiger  £inpfefalung  dienen  wird. 

Ich  glaube,  dass  man  dem  hier  besprochenen  Gegenstände 
in  neuerer  Zeit  zu  wen'jg  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sich  zu 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Excen- 
tricitStsfehler  bei  der  Aufstellung  des  Tlsclies  der  Genauigkeit 
der  Operulinnen  keinen  wesentlicheo  Eintrag  thuo").  Ich  halte  den 
]\Iesstisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  Ein- 
richtung fi)r  ein  seht  genaues  geometrisches  Constructions-Instroment, 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  aus  denen 
Fehler  entspringen  küunen,  soriel  als  irgend  mü^ltch  zu  versto- 
pfen Sachen  rauss.  Ein  kleiner  Mehraufwand  von  ^eit,  wenn  der 
selbe  sich  witldtcfa  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  io  Anschlag 
gebracht  weiden-  Leider  wird,  wenigstens  in  einigen  Ländern, 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  hfiußg  in  Anwen- 
dung gebracht  wie  früher,  und  droht  fast  g:inz  durcn  andere  In- 
strsmente,  namentlich  durch  die  ßnussole,  verdrängt  /u  werden. 
Ohne  manche  von  der  Bonssole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
ExcentricitSts fehler  in  der  Aufstellung  nicht  vorkommen  können, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abrede  stellen  zn  wollen,  vermag 
ich  die  Eintfibrung  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisches 
doch  nicht  fifr  einen  Fortschritt  in  den  Vermessungsgeschäßen  zu 
erkennen,  und  wünsche  sehr,  dass  der  Messtiscn  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  niüge,  tvie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Siichsen  and  Hessen ,  anch  in 
Oesterreich,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Die  obigen  Zei- 
len haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einigem  beizutra- 
gen geeignet  sein  sollten. 


*)  In  dem  Handbuch  des  Feldmesaeng  und  SiTelllreni 
in  den  gewölinliefaea  Fällen  von  Grelle.  Berlin.  in26,  8.  S. 
•  82.  heisst  es  %.  B, :  „Da  es  aber  anf  eine  lolche  Genauigkeit  selten  an- 
ftoratnC,  indem  es  in  den  meisten  Fällen  nur  einen  immerk liehen  Unlm- 
scbied  macfat.  wrnn  der  Punkt  auf  ilera  HesGtischo  selbst  um  einen 
Fuss  seitwärts  aber  dem  zugehörigen  Funkte  am  Boden  liefet,  so  ist  die 
Einlothinnge  eigentlich  in  der  Regel  nicht  nötbig-,  nnd  ihr  Gebrauch 
verursacht  nur  Aufenthalt"  eine  Ansicht,  Ider  ich  durchaus  nicht  bei- 
itimmen  kann,  denn  die  Katur  des  IHesstisclies  erfordert  geometrisrfae 
Genauigkeit.  Die  sosehr  grasae  Gensuigkeit  und  Sorgfalt  erfardemden 
Umfangs- Messungen,  die  man  doch  öfters  nicht  umgehen  kann,  faab« 
ich  achun  oben  besnnders  herviirge hoben. 
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IV. 

Veber  die  Bewef^uiif?  einer  Haftet' 

nadfd  imter  dem  üinlllisse  eines  nn< 

beiP^änzten  f^alvaniscben  Stroms. 

Von 

Hecrn  Dactor  J.  Dienger, 

Profetior  an  der  polytechniiGlien  Schale  za  Carlsrahe. 


$.  I. 

NS  CTaf.  II.  Flg.  4.)  sei  eine  MasuetnadeU  deren  Mitte 
O  srf,  Otf=:OS=^l;  in  R  stehe  auf  der  Ebene  der  Figur,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne,  ein  unbegränzter  Draht 
senkrecht,  in  welchem  ein  positiver  galvanischer  Strom  abwärts 
steige.  Ist  iV  der  Nordpol  der  Nadel,  iS  ihr  Sfidpol,  so  sucht 
der  Strom  deo  Pol  N  senkrecht  auf  NR  nach  aussen  (rechts), 
des  l^ol  5  «senkrecht  auf  RS  nach  aussen  (links)  zu  bewegen. 
Idi'  d  eine  Konstante«  so  ist  die  in  N  wirkende  Kraft  bekannuich 

gleich  ^ ,  die  in  S  wirkende  -^  •     Ist    der    Winkel    JVOA, 

den  am  Ende  der  Zeit  t  die  Nadel  mit  der  Linie  O/Z,  die  wir 
als  Axe  der  x  annehmen,  bildet,  gleich  o,  und  nehmen  wir  OB 
ab  Axe  der  y  an,  so  ist 

iVß«=a«+/«— 2a/cosa,  i\rsa=««+/»  +  2a/coea,  (1) 

wenn  ORzsza  gesetzt  wird. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  R  sind  fcos«,  isina;   somit  ist 
die  Gleichung  der  Linie  RNi 
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die  Gleichuhg  der  im  Punkte  N  darauf  Senkrechten  sermit 

y  —  foina  =  — rs (a: — /eosa) .  (2) 

Fällt  man  vom  Punkte  O  auf  diese  letztere  Linie  eine  Senkrechte, 
so  ist  deren  Länge: 

ffsin^g— *a^co8tt  -j-l^cos'a 

(3) 

P  ~  gfcoStt  __  l(i — flCOStf) 

"^     VP  +  a*  —  2a/cosa  "^      V/*  +  a»— 2a/cos« ' 

Man  zerlese  nun  die  in  N  wirkende  Kraft  in  zwei  andere»  wovon 
die  eine  ß  senkrecht  auf  ON,  die  andere  Q  nach  OiV  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O  ist  PL  Dieses  Mo- 
ment wird  auch  gefunden,  wenn  man  die  Kraft  in  ZV^ multiplizirt 
mit  der  Länge  (3),   d.  h.  es  ist 

fi  /(/  — acosa) 


\^a«  +  /*  —  2a/ cos«  *  V /*  +  a«- 2a/cosa 

|n/(/--q  cos«) 

Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,,  setze  man  €r=0,   so  ist  das 
Moment: 


Da  dasselbe  die  Nadel  rückläufig  (d.  h.  umgekehrt,  wie  die  Zei- 
ger einer  Uhr)  zu  drehen  strebt ,  und  a  >  /,  so  ist  das  obere  Zlit- 
chen  zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  welches  In 
N  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt,  ist: 

(il{l — acos«) 


d^+P — 2ix/cosa' 


Ganz  eben  so  findet  man  für  das  Kräftepaar,  das  in  ^S  die  Nadel 
rechtläufig  zu  drehen  strebt: 

—  (il(l-{-ncoaa) 
a^+P  +  2alcosa' 

Das  Gesammtmoment,  das  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt, 
ist  also 
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lilil—^cosä)  iii{l+acosa) 2(il(P  —  a^acosa 

a«  +  P^2alco8a ""  ««+/»  +  2ako8a ""  (er*  +  /»)« — 4a*/«cos*ä ' 

. .  •■    ,  ■  •  > 

Da  diese  Grösse  pegativ  ist,  so  sucht  also  die^adei  sich  rGck- 
läufig  zu  bewegen,  d.  h.  den  Winkel  a  zu  vergrossern.  Ist  somit 
i  das  Trägheitsmoment  der  Nadel,  in  Bezug  auf  O,  so  ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

.  8^  _         2fi/(a*— P)ocos« 2ft/(a*— /«)acosc 

^  8««  "^  (a«  +  /«)«  —  4aa  /«  cos««--  (a^-i*)«  +  4a«/»sin«a '      ^*^ 

Hieraus  fol^: 

k  /8aV  A        2a/sina\  .  ^ 

8a 
Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( =  -k-.)  im  Anfange  der  Bewe- 
gung^ ffir  welche  a=zy  sei.  Null,  so  ergiebt  sich 

A/'??Y_        /'*  —     2g/(a«— P)  (sJD«— siny)    \  . 

2<t\8</  ~  "''V^~(o* -/•)«+  4oa/»sin«siny)/'  ^°' 

Bcc 
durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=-gi9    '^^  ^o 

ferne  sie  a  zu  vergrossern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
zunächst,  dass,  wenn  /=-a,  d.  h.  wenn  der  Punkt  R  auf  dem 
Umfange  des  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschreiben, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  be- 
finde, s6  xiass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Kühe  bleibt,  was  auch, 
ans  (4)  folgt.  Ist  femer  a>/,  d.  h.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Kreises,  so  folgt  aus  (4),  dass  die  Nadel  anfangt  sich  nach  rechts 

7t 

zu  bewegen  (ruckläufig),    wenn  y<o  «    und    aus  (5)   folgt,    dass 

immer  a>y  sein  wird.  Ist  daeegen  a</,  d.  h,  R  innerhalb  des 
Kreisomfangs,    so  wird  die  mdel  sich  anfanglich  links  bewegen, 

7t 

wenn  y<o'  und  immer  a<y  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  ferner, 
dass  wenn 

a>  /,  die  Nadel  zwischen  azsy  und  a=7r— y  hin  -  und  herschwankt, 
«<',    w       ,f  3>         a=y    «    «=— («+y) 


99  »9 


Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen ,  wenn  nicht  y  schon  negativ  ist.  R  liegt  dabei  immer 
auf  der  Linie  OA. 

Aus  (5)  folgt  nun 
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iforMs  die   Zeit  t   bestimmt  wird,    tot  «>/,  «0  ist  4ie  Zei^ 
w^clie  TOD  einer  äossersteti  Lage  cur  andern  venielmindet: 


^  ^»*'t/           4r       ..       2a/(a«— f«)(6inÄ— 8iny)v 
Y  W  arc  (tg  sis^  « >  it;^  ,  j  ak»  . ?*•) 

Für  den  besonderen  Fall«  das«  y=0,  ist  diese  GrOMe: 


(7) 


^  ^'^  ^  tr~T~ 


2a/sina 


(70 


Aus  (5)  folgt,  dass  die  ruckkehreode  Bewegon^  der  hingehendw 
gleich  Ist«  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  BewegimgeB 
gleich  sind^  d.  fa.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  fihiuicb.^ 


§.  2. 

Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  R  (Draht)  (Taf.  TL 
Fig.  5.)  als  fest  an,  und  untersuchten  seine  Wirkung  auf  eine 
bewegliche  MadeL  Nunmehr  wollen  wir  die  Nadel  iVjTals  unver« 
ändenich  betrachten«  während  der  Punkt  R  seinen  Ort  ändtem 
könne.  Wir  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  als  Axe  der  g,  und 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x  an;  zugleich  mögen  a^ 
y  die  Koordinaten  des  Punktes  R  sein.  Die  Gleichung  der  Linie 
NN  ist: 


»'-»=VW^), 


die  Gleichung  der  im  Punkte  N  darauf  Senkrechten : 

Fällt  man  Tom  Punkte  O  aus  auf  diese  eine  Senkrechte«   so  ist 
deren  Länge: 


V" 


*+  (/-y)» 
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Die  Khift/  die  in  iV  senkredit  auf  BN  wrHkt,  iel 

■  ■■./•;;■  ■•■•■,.••■    T^Tü^'    ■ 

>a8  Drehungsmoment  derselben  in  Bezug  auf  O  ist 

BtJlh..  (8)     - 


isofem  ats  die  Beweeuns  wie  die  Zeiger  einer  Uhr  als  recht- 
iuQg  aogeseben  wird.  Zenegt  man  die  iSaft  in  ZV  in  zwei  andere^ 
Ee  eine  senkrecht  auf  ON,  die  andere  nach  OiV  gerichtet,  und 
etrachtet  man  die  Kräfte  als  positiv,  welche  die  Koordinaten  zu 
BrgrS^erii  streben,  so  findet  man  die  erstere,  wenn  man  (8) 
arch  /  dividirt,  so  dass  die  beiden  siod: 

fi(/"-y)  Uta  .Q^ 

'fir  die  in  S  wirlcende  Kraft  erhält  man  eben  so  das  Drehungs« 
loment: 

od  die  beiden  Kräfte: 

Ffspl,  ipan  diese  Resultate  zusammen ,  so  erhält  man  als  Wif' 
ü^n  des  Pimktes  R  auf  die  Nadel: 

'     «9    das 'Kräftepaar 

.welches  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt; 
b)    die  Kraft 


(11) 


\ 


fjl-y)    .     Kl+y)  _       2/i/(/«+a;«-»*)  ..... 

welche  den  Punkt  O  parallel  der  Axe  der  se,  nacbd^r 
Richtung  der  positiFen  x  zu  bewegen  strebt; 

c)    die  Bj-aft 

IUP  fix  4fi22?tf 


der  Richtung  der  positiven  y  zu  bewegen  strebt. 

Fässt  tnan  die  Kräfte^  (13)  und  (14)^  zusammen»  so  erhält  man 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der^  Ake^OF  den  Winkel  ß  macht, 
bestimmt  durch:  .     .  <t       - 

Man   überzeugt  sich  leicht»  da^s  das  Gesagte  gilt»  wo  auch 
l»ege. 

Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziehen: 

I)  Die  Nadel  NS  sei  nur  beweglich  um  eine  auf  der  Elbepe 
der  Figur  senkrechte  Ate,  und  «s  befinde  sich  der  Punkt  //  im 
Räume 

FCNH,  so  ist  P-a;«— y«<0,  v>0,    also  geht  N  Ton  Ä  weg, 
und  S  geht  gegen. A  im  Anfange  der  Bewegung; 

HNDE,  so  ist  ^— ara-y*<0,  y>0,    also    geht  N  gegen  Ä, 
und  S  kommt  von  ift  im  Anfange  der  Bewegung; 

EDSG,  so  ist  /a— a:«— ^2^0,  y<0,  also  kommt  iV  Vbti  «,  ilöd 
S  geht  gegen  i^  im  Anfange  der  Bewegung; 

GSCF,  so  ist  /*-a:a— ^a<0,  y<0,  also  geht  N  gegen  le,  und 
jS  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

CON,  so  ist  P— a:«— ^>a,  y>0,  also  geht  iV^  gegc»  »,  und 
<S  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bew^egiing;    ' 

NOD,  so  ist  /2— ;r«— ^2>0,  ^>0,  also  kommt  iV  von  Ä,   und 
iS  gebt  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

DOS,  so  ist  /»— a:2-^«>0,  y<0,  also  geht  iV  g^gen  Ä,   und 
S  kop)ipt.von/2  im  Anfange  der  Bewegung; 

SOC,  so  ist  P— ar*— ^^>0,  y<0,  also  kommt  iV  von  Ä,  und 
iS  geht  gegen  R  im   Anfange  der  Bewegung. 

Liegt  R  auf  dem  Kreise  um  O  selbst,  so  ist 

also  bat  keine  Bewegung  Statt;   dasselbe  hat  Statt»    wenn  R  aaf 
der  Axe  der  x  liegt. 

II)    Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  an  einem  Faden»  sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Axe  x. 

Durch  die  Pole  N  und  S  (Taf.  IL  Fig.  6.  )    ziehe   man  die 
zusammengehörigen  Hyperbeln,  deren  Gleichung 


,     ,  />+«»4-j(»=0 ,  (16) 

und  es  liege  ft 

1)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANli ,   CSD,  so  ist 

diso  wird  die  Madel  (der  Punkt  O^  sich  nach  der  Seite 
der  negativen  ;e  (links)  bewegen »  a.  k.  scheinbar  von  R 
abgestossen  weroen,  wen«  iß  sich  im  ersten  und  vier- 
ten, angezogeji/  wenn  ^r  sich  im  «i^eiten  nnd  dritten 
Koordinatenuinkel  befindet; 

2)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,    also   im  unbegrenzten 
Räume  ANBDSC-    Alsdann  ist 

also  geht  O  nach  der  Seite  der  positiven  or  (rechts),  d. 
h,  die  Nadel  wird  scheinbar  angezogen,  wenn  R  sich 
im  ersten  und  vierten,  abgestossen,  wenn  er  sich  im 
zweiten  und  dritten  Eoordinatenwinkel  befindet; 

3)  auf  einer  der  Hyperbeln  selbst,   so  ist 

■'        -  '  .  • 

also  hat  keine  Bewegung  ^att. 

Hl)    Endlich  nehme  man  an ,  die  Nadel  schwimme  auf  Was- 
könne  sich  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  untersuche 
Bewegungsrichtung  des  Punktes  O.    Es  liege  nun  R 

a)    innerhalb  der  Hyperbeki  ANB,  CSD,  und  zwar: 

t)  im  ersten  Koordinatenwinkel «  so  ist  cps/9<0,  siD/3>0, 
d,  h.  0  bewegt  sieh  in  den  zweiten  Koordinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Kporditiatenwinkel,  so  ist  cosj3<0,  sin/?<0, 
d.h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  KoordinateDwiokel ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwiokel,  so  ist  co8/3<0,  sin/3>0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordinaten winkel; 

4)  im  vierten  Koordinaten  winket,  so  ist  cos^<0,  sin/?<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  Koordinaten  winke! ; 

6)     zwischen     den     beiden     Hyperbeln,      also     im    Räume 
AIS  BD  SC....,  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinaten winkel,  so  ist  cos^>0,  sin/f>0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den   ersten  Kooruinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos^>0,  slnj?<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Koordinatenwinkel; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosj3>0,  sin|3>0y 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  ersten  Koordinaten  winkel ; 
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4)  im  vierten  Koordioatenwinkel,  so  ist  eo85>0>  8iii/)<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Koorainateqwinkel ; 

c)  auf  den  H^erbeln  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkei^  so  ist  cos^=0»  amßs^l, 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  N; 

2)  im  zweiten  Koordinaten  Winkel,  so  Ist  cos^sO^sin/Sss— 1, 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  5; 

3)  im  dritten  Koordlnatenwinkel^  so  ist  cos/3=:0,  8mß:=l, 
d.  b.  O  bewegt  sich  gegen  N; 

4)  Im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  Ist  cos^ssO,  smß^=: — 1, 
d.  h,  O  bewegt  sich  gegen  S; 

d)  auf  der  Axe  der  x,  und  zwar : 

1)  auf  dem  positiven  Theil,    so  ist  cos^=l,    8in/3=0, 
d.  h«  O  bewegt  sich  nach  F; 

2)  auf  dem  negativcfn  Theil,     so  ist  cos/?=I«    sin/3=0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F,  wie  so  eben; 

e)  auf  der  Äze  der  y,  und  zwar: 

a)  innerhalb  ider  Hyperbeln  ANB,  CSD; 

1)  Im  positiven  Theil  der  Axe  der  ^,  so  ist  cos/fes—l, 
sinp=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  £; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  Ist  co«/}:= — 1, 
sin/?=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  £; 

ß)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  ^,  so  ist  cosj3=l, 
slnp=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  eos^^l, 
sin/9 =0«  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F. 

Aus  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
ziehung oder  Abstossung  ableiten  können. 

Für  den  FallU)  wird,  je  nach  der  Lage  von  R,  die  Spannung 
des  Aufhängefadens  vermehrt  oder  vermindert  (14).  Ist  R  näm- 
lich im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel,  so  wird  dieselbe 
vermindert  um 


[^H(/-y)^][a:H(/+y)«] ' 
ist  aber  R  im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  um 

(x^\-il-y)^)(a:^+(l+y)*y 

worin  natürlich  ft  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirkung  des 
Drahtes  auf  einen  Pol  in  der  Entfernung  1. 
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§.  3. 


n 


ist 


Ist  im  Falle  der  Formel  (7)  y  nahe  an  x*»     ^  >  /»     so     i'-. 

siDtt— rsinjf  beinahe  immer  Null»   man  wird  also  ungefähr  setzen 
k5nnen : 

.     _     2fl/(a*--P)(sin« — siny)      2a/(a^  —  P)(siog  — ■  siny) 

*'®^*"~(a«— /■)«  +4a»/»slnasiny  ^—  (ä«+  i*)»         "^  * 

Daraus  folgt»  dass  die  Zeit  einer  Schwingung  von  einem  Aeusser- 
sten  zum  anderen  ist: 


^Tk         a»  +  P        p^-y 


da 


V  sin« — siny 


wenn  C  eine  Konstante  ist.  Daraus  folgt «  dass  die  Schwingungs- 
dauer im  Verhältniss  zu  V^  steht,  ein  Satz,  der  belcanntlich 
nach  der  Lehre  vom  Pendel,  die  für  diesen  Fall  anwendbar  ist, 
zeigt,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrten  Verhältniss  zu  a 
steht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Fflr  den  Fall,  dass  /  klein  ist,  so  dass  man  P  gegen  a^  ver- 
nachlässigen kann,  glebt  (7)  ebenfalls 


-ms 


da 


y 


Vsina — siny 
da 


V^sin«  —  siny 


.14 


I  ■'  f 


.  .» 


lieber  die  Perlodicitllt  der  Decimal- 

brfieli^/ 

Von  . 

Herrn  W.  Looff,  ;.^    .,    .••!. 

■    ■  '  .•'■■'' 

0irec,tur  de«  Henoglichcn  Rtialf  jmnaslKins.zii  GothSi/'"'  .'!' 

■  ♦•    f:'».l-.    ;'.,;*    .  vi',  • 
,    •  > .      .-  i      ^    •  ♦ 

lu  meinem  „Leitfaden  fiir  den  Unterricht  im  prakti- 
schen Rechnen  und  in  der  Arithmetik,  oTster  Cursus, 
Gotha  1850"  habe  ich  in  einem  Excurse  äbeif  die  Periodicität 
der  Decimalbrüche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  raitgetheilt^ 
welche  als  Nenner  eines  gemeinen  Bruths  eine  Periode  von  be- 
stimmter Stellenzahl  geben.  Die  bei  der  Herausgabe  meines 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt,  wobei  mir  ein 
Auszug  aus  den  Burckhardt'schen  Tafeln  ^er  Primzahlen,  welcher 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheilt 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese  Tabelle 
in  grösserer  Ausdehnung,  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben, hier  mitzutheilen ,  nachden|.^ieh  die  wenigen  noth wendigen 
Sätze  vorausgeschickt   habe. 

1)  Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stellen  und  be- 
zeichnet  man  die  Periode  der  Decimalstellen  mit  P,  so  ist 

10k-l=iiP. 

Es  müssen  daher  alle  Factoren  von  10*— l  eine  Periode  von  k 
Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  St^Ue^iebt  daher  10 — 1=9, 
also  3  und  9.  Um  die  Primzahlen,  welche  eine  Periode  von  % 
3,  11.  s.  w.  Stellen  geben,  zu  ünden,  braucht  man  nur  die  Factoren 


10*— 1  tt  :  ■  ■'  . 

voD  — Q —  aufzuducben.  £ine  Periode  von  2  Stellen  giebt  da- 
her nur  H,  von  3  Stellen  Zi  aU  Fs^ctor  von  111,  von  4 
Stellen  101  als  Factor  von   Uli,     von    abteilen  41  und  271  als 

Factoren  von  Hill.       Bei    6   Steilen    kann    man    — g —    durch 

3,  11  und  37  dividiren.  Der  Quotient  91  \si  =7x13,  die  ein- 
zigen Primzahlen,    welche  eine  Periode  von  6  Stelle«  geben. 

♦  ■        ■ 

Für  sieben  Steilen  müssen  die  f^actoren  von  Hill  11  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  «olicbe  Primzahl  n  eine  Periode 
von  p  Stellen  geben  kann ,  welche  uni  1  T^rringert  cUirch  p  tbeil- 
bar  ist,  so  ist 

«  — 1=1»/?,- 
folglich  :    * 


n=mp  +  1.  " 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,  m  ebenfalls  ^ifie  uneerade  Zahl,  so 
ist  mp  eine  ungerade,  folsiich  rnv  +  l  eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  Uli....  sein  kann.  ^ Mair  brailtht  daher  för  m  nur  ge- 
rade Zahlen  zu  setzen.    Ist  dann■,^;=?2c^)    so  können  nur  solche 

10j>— r 
Primzahlen  Factoren  von  — -q —  (p   eine   ungerade    ^ahl)    sein, 

welche  die  Form  2e/7-hl  haben.  F^  js^eben  Stellen ulso  musste 
der  Versuch  mit   allen  Primzahlen  von  der  Form  lip  + 1  bis  zu 

V  1111111  gemacht  werden.     Hieraus  efsab  sich 

239>;,4^?=nU114. 

Für  die  Perioden  voq  gerader  ^3tellen^^bl,.  z.  B.  8,  tann  — r — 

durch  11  und  101  ohne  Rest  dividirt  Hf^irdj^n,  daher  nur  lOOOl  in 
die  Factoren  73  und  137  zu  zerlegt  war.  - 

Für  11  Stellen  giebt  e/^.  }Jt9  .Pxjmzahlep  von  der  form  22r-|-l, 
von  welchen  *   ':<•'"     r 

21649>c;5]^^aa=FlHiy.iyilI. 

Für  13  Stellen  wurde  die  UjiiteiisHqbung  dadufch  bedeu- 
tend erleichtert,  dass  von  der)  Zahlß;i  vpq  der  Form  pi6r-f  1  schon 
53  und  79  aufgingen.  Der  ^uotMnt  265371653  ist  nach  einer 
durch  W9iDM^W0ie»]t!lgM3febJlli^  eine  Pklmzahi. 

In  der  uachfolgeääe\nf '^i'afidffe  i^ind' di&  mit  ?  bezeichneten 
Zahlen  nodi  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 


« 


M 


Periodenzafa 

1.      Zahl. 

1 

1 

3  so  wie  3*  oder  9. 

■  2-  , 

11. 

3 

37. 

4 

101. 

S 

41.  871. 

« 

7.  13. 

•7 

239.  4649. 

8 

78.  137. 

9 

333667. 

10 

9091. 

11 

21649.  513239. 

12 

9901. 

13 

53.  79.  265371653. 

14 

909091. 

15 

31.  290616L 

1« 

17.  ts8Baa&. 

17 

?*) 

18 

19.52579. 

19 

?••) 

20 

3541,  27961. 

21 

43,  1933,  10638689. 

22 

23.  4093.  8779. 

23 

Hill,  iiiui,  111111.  null. 

24 

99990001. 

25 

100001000010000100001.  * 

2« 

859.  1058313049. 

27 

767.  440334654777631.  ? 

28 

29.  281.  121499449. 

29 

3191.  X. 

30 

211.  241.  2161. 

31 

2791.  398105020104303515267327521.} 

32 

■         r                 *   4 

363.  449.  641.  1409,  «9857, 

*)     Bei  IT  sind  die  Unterauchongen  mit  allen  Primzahlen  bis  230< 
•line  Erfolg  gewesen. 

**)    Bei  19  haben^die  Untersuchungen  aller  Primzahlen  bis  100< 
keinen  Erfolg  gehabt. 


«■ 


Periodenzahl.  Zahl. 

33  67.    13446282101 13298373  f 

34  103.  4013.  21993833369? 

35  71.  12676184367477604353521t 

36  999999000001? 
37-40    ■     ? 

41  83.    1231.    X. 

42  127.2689.459691.    (7«.  11*.  13*). 

43  173.    a-. 

44  89.    1112470797641561909? 

45  299700000290700299999703? 

46  47.139.2531.54979718449191? 
47 t       ■  

48  «    ^    «90999900000001«      ^  ;     ^r.^« 

49  ? 

50  251.  6051.  717061202105779291? 

51  6ia  146965889^I7il27Öil6i0099495907? 

52  521.  I90038]976?7'^3^24ä78l? 

53  107.  x. 

54  999999999000000001? 

85;t..    .,  „  ,.  132J,:  .  *.     ....   , 

5«  7841.  ia752a0(MOa01O0SO8761? 

sr":    .■'■?;   ■  ■  ■■  ;";  ;".,;.  ■:;"\",, '"..' 

58  50.  154063aO493O66aiS5778ia01849.?     .  .■:, 

BQ  f  ■■■•;■■     ■••■.•.■■ 

00  6L  1665736049181983004901641, 

'  ••..•■  ■,      ,....      ■    ..     ;      •,....■      .•     .  «  ,-,;;.       ■      ,   ,-         .      ■      .* 

■     ,      ■  •   I  '    ■    •  » ■     •     ,      ,         ;■■;".        '■'■'  \  •  f '  I  ■.■.;••"'•■     ■ 

i  .:.  •     .;•.       ■         '    ;'     :   "••\:; 

.      '   '    .     -     :  •  '■'.>'.."  i-'.  ■    ■■        .'■.'■ 

'f.  •  ■  '      .  .  .  •  ...  .  1  /      '     ,      .  ■    .  •     • !  •   •    ^ 


r 


■  < 


•■  ■  >                 ••■',-..  ;.••'.-■■ 

;;  i':        •  ■   .•       .  .•  -i'      U     ! 

..  '-i-  ii'j'r  i  .         .■    ■■•:••:    •  ■;'.   i  V  :     '  -  ■    •      *  1  •■>     .  M'w.  ■;::''• ', 

."  '       i 


•  ■  < 


SSr^ 


.       ,   /*i 


•in-'    i 


♦  • 


'T. 


1 1^ 


■'\: 


-  t 


»>'■.• 


:.  ?  i 


Kine  allipemeine  AoflÖsviiip  d^  Olei- 
chun^en  dos' viM'tai  Orades. 

Von  dem 

'         'Äerrn^lWijlör'W'.'  $ch1esicke. 

•    !';/^'v  ■  ;0--,,*^"*l;  i  .!:^  r-'^irv:  :!   .;T.-  ^^ 

I^i^|i)B^.  am  QymnMIfin^  >Q  l^uckan. 


.•.:!. 


i  -« 


..    .THi 


M!:ii  -■•:.  ^:\y:-:-'-K^?.\' 
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In  Tbl.  XII.  Nr.  XII.  des  Archivs  ist  bWl^  eine  AuflS^ng  der  Glei- 
cliungen  des  HeiiM-Gradek  gegelveli  ^v^rden,  welctidt. im  Wesent* 
lielien  darauf  berolit,  dass  xzizu-y-v  gesetzt  und  in  der  so  tcipinsformirteo 
und  nach  u  geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zweiten  und  des 
vierten  GÜMßiB^  ttls  veiiSchwiiMleM  angenommen  wurd^.  Dem  am 
angeführten  Orte  angewendeten  Verfahre^  liegt  abe|c;^  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde.  ,.dass  das  zweite  Glied  der  gegebenen  Glei- 
chung^ wenbetViydJeheisvdrh^iiid^wati  bereits  fortgeMhafft  sei.  Es 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselben  Weise 
auch  ohne  vorhergegangene  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  in  völli- 
ger Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  genu- 
ttiigt,  ausser  der  gewöhnlichen  Hülfsgleicbung  des  dritten  Grades 
nodi  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  scheint 
die  allgemeine  Methode,  weFcSe  in  dieser ,  übrigens  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfach- 
heit die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Theil  XII.  Nro.  XII.  sieb 
ergebende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  unwe- 
sentlich ist 


I 


Die  gegebene  Gleichung  d«i9>' vierten  Grades  «et: 
Setzt  man  In'  dieser  Gleichung 
SO  erhält  mall 

■    ■    :    t  :        . , 

(«+!?)*  +  a(«+ipX»  +  b  («+»)»  +  c(«+p)  +rf  =  0; 
d.  i. 

+  (4uH3öo«+2i«?  +  c)ii|  1=0. 
f  ©♦  +  flc»  +  6t>Hör + rf' 

Hie  willkuhrlichen  Grossen  u  und  o  wollen  wir  nun  so  zu  bestim- 
men suchen,  dass  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie-r 
der,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  verschwin-' 
det;  so  dass  also 

.•  *     •..■■.  ;■•■.•       '^ 

oder  i  .        -      .  ,        i  t 

4)    u{  (4t>+a)tt*  +  4t>»  +  3flt?«  +  2bv+c\=0 

ist.    Dieser  Gieiditfhg  Wird  -gehflgt,  wenn  Hikh  jentw^er 

tt=0  oder  (4r+a)M2  +  4rH3(it?H2Äü+<?=0 

aonimmt.  Die  erstere  dieser  Aaflosungei^  i^Förde  nach  2)  x^=v 
geben;  mithin  würde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung fifir  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  einfuhren, 
ohne  dass  ^ijMotsu. etwas  wesentlich  Neuem  gelangen  konnte.  Wir 
werden  daher  qie,  z^e^tQ  Auflösung  aii;^qvvepoan.  versuchen  müssen 

und  daher 

I 

5)    (4ü  +  a)M«+4i;»  +  3apa+26ü  +  c=0      .  . 
annehmen.    Hieraus  ergiöbt  sich 


'  ^  'i-     '  . .  .■     .-.; 


•■#V     •■!•    .  »i;-   tit  ttr)'-  .^'^^:^^      ■         ^j,  t-d 

■  :..4i  .  i*^^   '  .ti>'      •»•♦  .'  1  ..  ■     I    .;•..         f.- 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Glächüng  3)  efriluhrt:'^ " '^'' 

'•■•  ..•  ■.■.!.  .      .    •\'      •   "        .     .•       »:  .       .   f.     :•*•      .   i  ■»•    ■   ;».■        (  ■ 


/i        .'.^         ■    .ill  :.•   ■'.    '.  I  • 


60 

oder«  indem  raaii  mit.  (4f)4-a)*  moltiplicirt: 

7)  (4ü»4^t>H26ü+«)M4«+«)(6ipH3aH^)(4e»+3rtr"+  -. 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichang«  so  erbfilt  man 

8)    64ü«+96ac»+(48a»+326)ü*+(8a»+32a6)ü»l 
+(8a«6+4ac+46«— 16cO«^+(2a6H2a«c—8ad)t>|  =0, 

oder ,  wie  auf  der  Stelle  erhellet : 


+  »■  abc  — •  ä^d  —ayb^+irbd  —  c* 


9)    (iv* + '2av  + 1 6)»+(ac-r  j  6«-r4<^(4pH  2«t>  + 1 6) 

•27 
d.  i.  w6nn  man 


setzt: 


10)    4v«-h2ao+|6  =  io, 
II)    ac— j**-4d=/J, 
12)    J-a6c— a^-^6«+|M-c»=;y 


13)    «»+/J»  +  y=0.**) 


II  ■  ■  >■ 


*1    Es  möge  noch  bemerkt  werden,  data  man  die  GUelchung  8)  auch 
anf  eme  andere  Form  bringen  könnte;   setzt  man  n&mlich      ' 

s6  erhält  man  aui  8) 

eine  Gleichune,  welche  allerdings  etwas  einfacher  ist,  in  welcher  aber 
das  zweite  Glied,  welches  in  P}  lehll,  noch  Torkommt.  Nimmt  man  in 
dieser  Gleichung  a  als  versehwindend  an ,  '%o  erhält  man  die ,  mit  Glei- 
chnng  9)  in  Theil  XII.  Kro.  XII.  übereinstimmende ,  gewöhnliche  Hnlfs- 
gleichiing  des  dritten  Grandes. 

**)    Die  oben  in  10)  durch  oi  bezeichnete  Grosse  erhält  man  offen- 
bar  aus  dem  Goefficienten  von  u^  in  der  transformirten  Gleichune  3), 

•■■■•«•  2  • 

wenn  man  denselben  mit-    mnitiplicirt.    Bezeichnet    man    nämlich    die 

Croefficienlen  der  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  der  Reibe  nach 
durch  Fl  i  F« ,  Ti  tind  F;  so  das«  also 


«1 


Somit  sind  wir  sa  einev€cleiohai|g  des  dritten  Grades  gelangt, 
auf  welche ,  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt ,  zur  Bestim- 
mong  von  cd  die  gewöhnlichen  AaflDsinigsmetboden  fiir  GWohua* 
gen  dieses  Grades  anmittelbar  angewendet  werden  können.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  MeAoden  o»  bestimmt ,  so  erhält  man 
V  aus  der  Gleichung  10) 


2 


Hieraus  folgt 


(2r+ ia)*=iD  +  Ta*-|6, 


oder  4  wenn  wir 


setzen: 


14)     «  +  ja«-|6=A 


16)    ü=^j-,2a±VTJ, 


und 


ist;  so  wird  aas  Gleichung  7): 

Nun  ist  aber 

F.  F.  V.=(iK,« +4 l^+«C-i^«-4rf)  F„ 

FV=(|v,+«*-|«)F, 

JfV,  •  +  |fF,  +  ^6-a*)V-\~iac-  1»«-M)F, 
Fi*  =  J 

Demiuich 

welches  wieder. die   obige  Gleichuiif^  9).,    oder  wena  man  die.  obeo  ,g^- 
braachten  Zeichen  einfuhrt,  die  Gleichung  13)   ist.    . 


i^luM'.Mr  iwA-aberffa  ii»<riBeo  Werth>a«B  14)  i' 

*..tf        ►•*■♦'.'.    ■.i."  ^'    .-■■  ••/      .  ..■"■■  >l:t    .  I   ^/ >•■  M 

in  die  Gleichung  13)  eip   nud  setzen  auch  li!r  ß  and  y  ihre  ent- 
sprechenden Werthe»  so  erhalten  wir  die  Gieichang 


Diese  Gleichung  ist  keine  aiidere  alii  diejenige»  welche  wir  erhal- 
ten haben  wurden ,  wenn  wir  nach  Fortschasung  des  zweiten  Glie- 
des in  der  gegebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Theii  Xlt  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hätten«  Aw 
der  Beschaffenheit  des  letzten  Gliedes  dieser  Gieichang  folgt  aber, 
dasSy  wenn  .  i 

1       «  I         X 

ist,  ein  Werth  der  Grosse  k  ebenfalls  verschwindet;  dass  dage- 
gen, wenn 

ist,  esiederzeit  einen  reellen,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, Vverth  der  Grlisse  k  giebt«  Nehmen  wir  nun  zuerst,  indem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  verschwinde  die 
Grosse 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter. der  gemachten  Voraussetzung 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  für  co  wird  finden 
lassen,  so  dass 

ist.  Denken  wir  ans  den,  dieser  Bedingung  genusenden,  Werth 
von  CO  zur  !Bestimmang  der  Grösse  k  in  14)  gewählt,  so  erhalten 
wir  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene, 
Werthe  ffir  v.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  dem  Bljsheri- 
gen  offenbar  berechtigt  sind. 


•» 


ü'r^t;s:  {    /:*0    s/f=4ö«,     j 


(.) 


80  erhalten  wir^Dach  15) 


/; 


.1. 


1-      -    — ■ 


od*!- 


•^  19)      ©=— j-ti±ü, 


I      •» 


i:.t 


». .  »  •  i 

'-.  ■■'■  i 


•    1  • ,  ■ » 


«  •  > 


Aus   der  Gleichung .  (9)  , 

4t?-|-a 

M.\  .    ••■-.■  •  ^  j  •••  i.  .  ■  ••■ 

ergeben  ^ieti  demnach  ebenfalls  zt^et  reelle  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  für  u^.  Es  ist  nämlich «  wie  man  sogleich 
findet : 


«2^- 


45»+2(6--ga2)c5  +  (g:a^  — ^«^  +  c) 


ilS 


oder,  wenn  'wk 


*  •< 


setzen: 


21)    ^a^^\ab^^c=B 


:  >• 


\\ 


..-'..•.   .  ia>[.tea=^-* 


4ö«  +  2.45  ±  i? 


V 


und  folglich 


23)      M= 


-«5 

> 

l/--*»' 

+  2^ö±Ä 

< 

c3 

/      4ö» 

rf  2^Ö±Ä 

( 
l  ■«  • 


mithin  nach  2),  19),  23) 


•I    * 


:f. 


f 


Somit  sind  wir  unter  der  gemachten  VoranMetrang,  dassJB  nteU 
verschwindet,  sar  Beeftimmang  d«r  vier  Wvrsefai  der  gegehcnw 
Gleichung  des  Yierten  Gnutee  gelangt  Dieselben  eittd  etamtlcfc 
▼on  einander  verschieden,  wenn  keine  der  GrOssen 

verschwindet    Sie  sind  sämmtUch  reell,  eoiiald 


■    «; >0,    -' g >V  ;. 

ist;  dagegen  säromtlich  imaginär,  wenn 

0 «>, s <• 

ist    Femer  sind  zwei  reell  und  zwei  imagiuSr,  wenn  entweder 
45»+2£<5+iB      -.  i^H-JAü-^B 

oder 

4^H2A(5+B  ^  ^  Aq^+2AQ'-B  ^  ^ 

ist.    Endlich  sind  2wei  derselben  reell  und  gleich,  wenn  entweder 

4id^+2Afd+B:=0, 
oder 

4o'4-224ö— £(=sO 

iät;  die  anderen  beiden  Wurzeln  sind  dagegen  reell  oder  imagi- 
nfir,  Je  nachdem  respective 

ö <0  und ^ .^0 

ist.  Uebrigens  kann  man  sich  davon ,  dass  man  in  jedem  Falle 
wirklich  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obigen 
Formeln  24)  erhält,    vOllig  in  derselben  Welse  überzeugen,    wie 


dies  in  Tflt^U  <klf.  Ifra.  Xll.  gezcfi^t  ist,  Weshalb  w^t  hier  diead 
Untersacbang  fäglich  übersehen  zu  können  glauben.  Zum  Schlüsse 
haben  wir  nur. noch  den  Fall  zu. betrachten,  wenn  die  Grösse 


1  f 

verschwindet^    In  diesem  falle  ist/  wie  wir  das  bereits  oben  gö 
sehen  haben,  ein  Werth  voq  k  und   mitbin  auch  Ton  iv-^-a  Null. 
Ffir   dies)^  *Wefth  von  4t>4a   ist    offenbar  eine»  AuflG$aog  der 
GMchung  6) 

(4ü  +  a)tt«+4üS-|.3aüa^26ü+c=0 

in  der  oben  6)  durchsefuhrten  Weise  unstatthaft,  weil  sowohl  die 
Grosse  (iv  +  a)u^,  als  auch  die  Grosse 

■  1  •         1  ' 

för  sich  vertifehwindet.'  Wir  sind  dabei*  genOthigt,  zur  Bestimmung 
von  ff  ^raf  df^  €rleichtfng  3)  zurückzugehen,  weiche  aber,  weil  so- 
wohl 'da&  zweite  als  das  Tierte  Glied  derselben  fihrsieh  Verschwin- 
det, die  einltiehere  Gestalt 


»     '    ;. 


■  »M    •    ■  1.  ^    :  '         •  ■      ■ 

oder,  weiin  tya.aix^ihier  fiir  o  seinen  Werth — ja  einführen, 
die  ForB»J=-;"  •'  •♦^• 

annimmt,  und  mithin  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst 
werden  kann.  Behalten  wir  die  oben  20)  für  6 — g-a^  gebrauchte 
Bezeichnung  bei  und  setzen. wil  ferner 

25)     -^af^+i^aH-^jaci-d^^C,    ^ 

80  erhalten  wir 

26)    t«4+-4ua+C=ö. 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 


27)     tt  = 


96 

und  demnach  sind  in  dieaem  Falle  die  rier  ^uriein  .dir  gig^hl» 
nen  Gleichung: 


Aui  dem  Bisherigen  ia%  /ersichtlich,  da83  di«  tmObigpeii  darge- 
stellte Auflosungsmethode  der  Gleichongen  des  vierten  GHum 
in  einem  bestimmten  Falle,  wenn  nämlich 

ist,  ebenfalls  darauf  fuhrt,  die  Grosse  Av+a^^O  zu  setzen,  ganz  in 
der  Weise ,  wie  es  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  der 
gegebenen  Gleichung  erfordert.    Hier  aber,    wenn  auch  dasselbe 

Geschieht ,  ist  der  Erfolg  ein  anderer.  Mit  dem  zweiten  verscbwin- 
et  nämlich  auch  zugleich  das  yierte  Glied  der  GleicbuBg,  ^  Dvs. 
Allgemeine. bleibt  daher  nichts  desto  weniger,  dass  die  gföcbziei- 
tige  Fprtachaffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung^  3)»-  welche 
die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  bewirkt  wird^  «9d  .die 
übliche  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  untergeordnetes,  specielleres  Verfahren,  ifekhes  nur 
In  einem  gewissen  besonderen  Falle  direct  zum  Ziele  führt  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3  multipli- 
zirten,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  kubi- 
schen Hülfsgieichung,  gewisse  Werthe  des  zweiten  Differential' 
Quotienten  von  der  Funktion  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten 
Grades  darstellen. 


«K 


■\.\ 


:\ 


I . ' 


•  ".  •  "      ■ '  ■.  ■ ;  I 
\ 


■.■      f        .!      '. 


3 


vn- 


<■  r 


irelN<ir  die  Jibersclien  Fankf  Ionen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  DieAger 

an  der  polytechnischen  Schule  zaCarlsrnhe. 


In  den  nachfolgenden  Zeilen  soIIibd  die  Additionstheoreme  die- 
ser Fanktioneo  nachj^ewiesen  werden,  mit  Zugrundelegung  der 
AbeFschen  Abhandlung:  Remarque  sur  quelques  proprio- 
t^s  g^n^rales  dune  certaine  sorte  de  fonetiQiiß  tr^^n»« 
cendantes.  (Grelle's  Journal  iBd.  III.).  tÜoige  Anwendungen 
mögen  ab  w^lter^.Au^fährung  folgen. 


;    ■:■'    ^ 


§.  L 
Es  sei 

ferner  seien  9^1(0:),  ^(pc)  zwei  ganze  Funktionen  von  9% 

•  •,»■■. 

9>i(^)-9^(«)=;=9(*) 

also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  o  eine  konstante  Grösse; 


•  I 


^di  ai4«...  a«;  Co»  Cx^ Cm 


•  I      .  .  '•         •  • 


eBlw«d«r  atl«>»^er  doch  «mige  Ton  ihnen  verAnderIfdf ;    endlich 
Mtze  man:  '  ;  i 


80  werden  Xif  x^f^^Xr  bloss  von  Oo»  di^  •»••an\  c^»  ^^••••Cm  vnd 
den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  ^{x)  vnd  Wjt) 
abhängen^  and  eben  so  A  von  x  unabhängig  sein*  Besinnet 
nun  Xe  irgend  eine  der  Grossen  Xii\„.Xr\  so  ist  identisch: 

F(^e)=0,  (3) 

worin  Xe  eine  Funiction  von  den  GrOssen  a  und  c  Ist  Eben  weil 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanndi<A 
auch: 

F^^j».  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  Hesse  sich  ohnehin  audi  leicht  nach- 
weisen. Denn  num  £el^  ^f^n.^^^^if^  ß4^i%.z^^^c^^A^tt^y^ 
willkiliriMi^n  ZAw^^e  a'o/ä'i\...   ünd^toi  W^Ae?wS3k%ih 

vorgehende  Zuwachs  von  Xey  so  ist  offenbar  auch 

■ . ." 

d.     h.  .      ,    -  .......         -r   '  - 

also  nach  (3): 

:    -    •  •   ;     :  ••  :-•■•■       .  ^.   1'    ■ 

woraus  leicht  X^)  geschlossen  wird. 

Die  GrSsse  F(xe)  enthält  «„,  a.  ,..;:(>«;  c^,  Ci,.'.'.i'^M  -«zpfizitt, 
nebst  X«,  also  kann  (4)  auch  folgenaermassen  dargestellt  werden: 

-^j;-^^* + "st"^«»  +  -8^"^^«« + ••••=0. 

wenn 

3.1:«     '       doQ     '  

die  Differenziälquoticlnten  von  F(xe)  in  Bezug  auf  äf«,  €ii>,....\  in- 
sofern diese  explizite  in  F{xe)  enthalten  sind,  bedeutet.  Diese 
Gleichung  kann  auch  unter  der  Forni : 

-^^dxe+S.F(a:.)=zO  (5) 

......  i 

dargestellt  werden,  wenn  d  das  vollständige  Differenzial  in  Bezog 
aurrtio, Gr<is«Mi  iio,  %,v..cö,ei,...,  insofern  sie  explbiitir  Im'IX^ 
enthalten  sind,    bezeichnet.  ,    .:; 


Aus  (ü)  folgt  aber: 
also  aas  (6)  aod  (6): 
Nach  (3)  ist  aber: 
d.  h. 

wenn  e«  eotweder  -f- 1  oder  —  1 ,  je  Dacbdem  die  Bescbaffenheit 
der  bezüglicben  Funktionen  diess  zulässt.  Hieraus  ergiebt  sich, 
wenn  man  beachtet,  dass  (pi(x).(p^{x)=(p(x): 

6(are).9i(are)  =  fedi  (Xe)Vg>{Xe),     ) 
Si{Xe)q>2,{Xe)  =  BeB(Xe)\rfp{Xe)  -     ) 

Setzt  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 

F'(X9)dXs  =  2«a  [e(Xe)ä.ei  (Xe)  —  Öj  (Xe)Ö.e(x^)  ]  V*9(^ . 

Hieraus  folgt,  vrenn  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  x  ist: 

(a?e— a)V  9)(Är«) 
A0(^e)d.ei(Xe)—ei(Xe'ii.e(Xe)]^^._  Ka^e) 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt; 

x(x)  ==2  [e(x)ö.ei  (x)-ei  (x)ö.e(x)]f(x), 

so  dass  Hx)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Bezieht  sich   nun  das  Summationszeichen  £  auf  die  Werthe 
Xi,  x^y....Xr9  so  folgt  aus  (9): 

Setzen  wir 

X^a  *^   ' 


«0  folgt  aus  (10):  -  '    :       / 


Z 


(x.^a)vw^"^n^)  +  ^^'^^  ^c5rt;^5i)F(Ä)- 


Nach  efnem  bekannten  Satsö  (stehe  die  Aomerkottg  snn'UcAliiMe) 
ist  aber: 


« 1 J 


also 


und  eben  so  weiss  man,  dass  der  Werth  der  GrOsse  2  jgv/^. 


gleich  ist^dem  Koeffizienten  von  ■  yjii   in  der  nach  folkmden  Po* 

tenzen  von  u  vorgenommenen  Entwicklung  ^0°  jvT)'   ^'^^  gleick 

1  '"■  ■     iT 

dem  Koeffizienten  von    —  in  der  ähnlichen  Entwicklung  von  jyvaT* 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch  K'^(rr)  den  Kodfaieoten  voo 
—  in  der  nach  eilenden  Potenzen  von  x  vorgenommencü  Entiirick* 

lung  von  Hf{x),  so  ist  also 

Da  aber 

;ii(jr)  A(a?)  k{a) 

y(^—  (ar— «>F(ar)       (ar— a)F(:r)' 

und 

'^(a:~a)F(a:)— ^'^ 

da  der  Nenner    mindestens   vom  zweiten  Grade  in  Besug  auf  dr 
ist,  so  hat  man 


^hi^e)  _  ^  Kx) 

^  Fixe)^^'  {X'-a)F{x) 


und 
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^      t»f{x,)^x,      _     i|g)  ,  j^  i(*)i 


(a;,— «)V9K^e)  *W  ^      '  (x  —  a)F{x) 


_     2[<H«)^A(«)-fli(«)^-^(«)]/(«) 


_  A«)—  A I«     g(«»)  V^»i(«)  +  fli  (  «)V  jMJj 

V9(«)  ■  ***  ewVyiw  -  öl («)  ^^q>^  («) 

wie  man  leicht  ubetsiefat     Setzt  man  oun: 

f{a:)dx 


/i 


=  *(^), 


{x  —  a)  STifix) 
so  erhält  man  hieraus: 


+  K  >^(^> 


(x — cc)V^g>(x) 

+  C,  (l). 

Die  Gxussen  e«  bestimmen  sich  aus  (8)» 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Summe  einer 
Reihe  transzendenter  Funktionen  durch  einen  logarithmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden. 

Man  wird  bei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  hab^n.  Zum  Ueberfluss  könnte  man  die 
(Gmnd-)  Gleichung  (5)  auch  so  ausdrücken,  dass  man  in  La- 
gra^gtfs  Wcfise  die  Gr9ti»«ii  Xe,  fft^,  it|,....  sämitttüdi  als  Funk- 
tkrae»  derigdben  Grosse  #  betrachtete,  wodurch  dann  die  obige 
Ofeiehiing  Messe: 


n 


woraus  sich  (I)  anmlttolbar  ergäbe. 

Ein  ApistaQi)  kSnDte  dArio  gefniidmi  »^enlea;  »b  - 


wi«  voransgesetzt  nurda. 

-    -       "  .        1 

AUein  Mi 

*(*)  = 

=f+^--™ 

so  Ist  At=K.i>(x)  and 

^    .♦«=?# +  ^+.. 

«1« 

K, 

,|»(^)=J.^,. 

yKy,t(:i:)Sa:  =  4  =  K.lK»; 


.  E|B  ist  ob«D  BtilUchw^ij^nd  vorausgesetzt  word«ft,  .dsss  iXi, 
^,»...^r  Teischieden  aeieo.,  da  sonst  Pixt)  für  eioige  dies^ 
Grössen  Null  wäre.  Nimmt  man  aber  zuerst  as,  dteee  Wertb« 
seien,  statt  gleich,  um  unendlich  wenig  verschieden ,  so  wird  die 
Formel  (I)  immer  noch  gelten,  und  da  Xi,  x^t-—  •'nf  ihrer  zwei' 
ten  Seite  nicht  vorkommen,  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
Null  werden.  Ist  aber  j;,=:.T)4i,  ^^  '^"'^^  ^^^  (^>  ^^^  nüdt 
f(=:f^4.i  seiD  rauss.    Ist  also: 


w 


so  iat 


+  K. 


(jr-«)V"^x^ 


$.  3. 


Setzt  mall  in  ^0): 

/(x)  =  (a:— o)i(x), 
vro  also  l(x)  ebenfans  eiae  ganze  Puaktioa  von  x  tat,  nnd  folglich 

so  ist»   weil y(4i)=K0: 

woria  den  Grössen  m  and  e  die  obigen  Bedeutungen  iniiommen. 


$.4. 

Wird  f(dcf)  so  g^vrähit,   dass  der  Grad  von  (/(x))*  niedriger 
ist  als  der  tod 

»o  hat  die  Gr5sse 

wenn  sie  entwickelt  wird,  die  Potenz   -  nicht.   Denn 


'ist  von  demselben  Grade,  wie 
folglich  enthält 

^  \e(a;)V9i(a;)  -  «,  (af)V"v,(ar)/  ; 

bei  der  Entwicklung   nach  fallenden  Potenzen  keine  positive  Po 
tenz  von  x,  also  enthält 

*— «    ^\B{x)V<n{x)  —  Ol  (ar) Vy, («K 

1 

bSchstens  die  Potenz  —  •    Da  aber  f(x)  von  medrigerein  Grade 

Ist,    als  yr<p{x),    so  enthält  also 

.       fix) /<?(^)V^  +  öl  wV^gN 

die  Potenz  —  nicht. 

In  diesem  Falle  hat  man»  wenn 

'ri;(a:)=  / ^     ^, •: 

^^  ^     t/ (ar-«)V^9)(a;) 

»hh^i^i)  +  »'««a'V'C^«)  + +mrSr^(a:r) 

^^■J^^log/^^WV^^  (IV) 


§.5. 

Setzt  man  nan  in  Verbindung  von  (.  3.  und  §.  4.  voraus,  das!^ 

f(a:)  =  (o? — a)  l(a:) 

und    der  Grad  von  x*(k(x))^  niederer  als  der  von  9(ar)>    so  ist^ 
wenn 


TS 


■Vi  V  if{x) 
Wiei^(ari)+me»i^(a?t)  +  ..— +mrM/(*r)=C.  '    (V) 


§.6. 

Differenzirt  man  die  Formel  (IV)  (n  — l)mal  nach  einander  in 
Bezug  auf  o,  setzt  also 


^  '      t/(a— a)»V9-(a:) 


{f{x))*  von  niederm  Grade  als  9(0:),  so  ist 

miSir\>(xi)  +  fflgCa^Cors)  + +  flird^C^Cr) 

__  _L ÜlLr _£L?L^ Uff  /^(«)VyI(^)  -K^iC^jV^C^"! 
An)  3«^*Lv"f(Jö      ^^e(«)V»Iw  -  dl  («)V"^)  J 

+  C.  (VI) 

da  die  Constante  im  Allgemeinen  von  dem  Werthe  Ton  a  abhän- 
gen   kann* 

«.7. 

Ist  endiieb 


i»»(^: 


und  ist  X  eine  beliebige  rafionale  Funktion  von  x,   so  wird  man 
setzen  kSnnen: 

vforin  foipd),  fiix), ,  f$(a:)  ganze  Funktionen  von   je  sind«    .{- 

Genfigen  nun  /i(ar),  A(^)> AC^)   ^^'  Bedinsung,    welcher 

f{x)  in  $•  6.  genfigen  mnss,  so  folgt  aus  §,  3.  una  $.  6.: 


•-rS)£i^-(v^'^-<'>)+'^-  <^"' 


Hao  setze  in  Q.  3. 

i|Pi(*)=a;,      y,(a:)  =  l  +  B,a:  +  ii^i»  + +  «,..3?* 


F(:r)=«(fl(3r))»-c«(7^(ic))=(ar-;r,)(a:-:ra) {a:-jra,+,) 

(12) 
=:j;*H^»+)S,a«+ +p^^ 

eine  ganze  Funktion  vom  Grade  2ii-|-l.  Ist  nmi  noch  Hx)^:^, 
so  wird,  so  lange  2in-f2<2R-|-l,  ^<2n — 1,  also  m^«— t,  der 
Satz  $.5.  gelten,  also,  für 

r_ a-a» . 

'i*(^i)+*«iC(^+ +V+i'K^+i)=C.        (VIII) 

worin  allgemein  tt  durch  die  Gleicbnng 

xtO(x,)  =  i«c  V  a:<9>,(".) 
bestimmt  wird. 
ifl  ^er  ffl^n,  so  tritt  S-  3.  in  sein  Recht.    Sä  m^sn-lif  und 


n 

ist  klar»' dasr-'^^'---  u«:.'-  i t  u/v.^--...^  |  <,k--.    • 


tzt  man 

•  ist,  da  I:    ' 


1      ..      mx)V^+cV"y,(g^X 


!^'- 


»  •       .  •  I  ' 


l!     •     »• 


her 


•  v. 


•M  ■»   », 


,..,•? 


n-:.* 


.    3         c»(g?a(^))2 


voraas  leicht  folgt,  dass 
bs  (12)  folgt 

demnach  erhält  man  aus  (IX): 


M 


Man  setze  i»  g.  7. 

t  l 

Ferner  sei 

nod  endlich  seien  0{x)  und  0i(a;)  ao  beachaffen,    dau  die  erste 
lanter  gerade,    die  andere  lauter   ungerade  Potetlzen    von  x  ent-  - 
halte.    Alsdann  wird  man  setzen  kunnen: 

FCar)  =  (ö{x))«-(e,(a;))V«C*)=^(^*-^i'5C^'*-*.*)-<^'^^'') 
und  also,   wenn  . 


7f^ 


W 


As 


T 


I 


9 


I 
I 

T 


r 

I 


J 


+ 

i 


Q        C^ 


+ 

I 


4-    O. 


er,  der  Annahme  nach. 


II 


101    U 


Ä 

tr 


r 


Ö|(— a)=-öi(a),    ß(a)  =  Ö(-a); 


die  zweite  Seite: 


-i 


orzeicheo  f«  und  e't  best^miiien  sich  ans: 


»(J:,)  =  ..»,(I,)^A,,(i,). 

ala'>  lia 

«,(-»,)=— 9,(1.), 
so  ist  f'e:= — tt,   und  da  au<;h 

VC— :r,)  =  — if(a;«),     ,'.!(;<-««)=  «•'*'(^') 
und   folglich 

•i*(-ei)  +  <•♦(»,)  + +  «.»(»r) 


(IS) 


'  iV 


^        /8M  +  «,(,)V^)N 

n")     °*.6(a)-e,(o)\^T,(n)/ 


WO  fg  durch  die  erste  Gleichung  (15)  bestimmt  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  ^ix)  sind  BOf(tmKUtt6  elE]^ 
tische  FDiiktioiieii  der  dritten  Art  -: 


Setzt  man  im  vorigen  Paragi^phen  a^od  and  also 
8x 


-J  sr^xT' 


*ltC3:,)  +  tat(^»)  + -^irif{xr)~C. 


■  ■■'   S-  il-'     '  ■ 

BeEeicboet  man  durch  Kaf(,a)  den  Koefläzienten  von  a~'  in 
der  Entwicklung  von  /(a)  nach  fallenden  Potenzen  von  a,  «o  erhSH 
man,    wenit  fnan  belae  feiton^ dei  CHelehtii^  (XI)  nach  fallendeE 

Potenzen  vüA  a  eii^V'^^l  un^,^^t^|     ;,,  ,i/  "  '        ,  ,".  > 


^  \<plx) 


91 

Die  hier  vorkommenden  Funktionen  sind  elliptische  Funktio- 
nen   der  zweiten  Art.     (Archiv.   Theil  XIII.  S.  12.). 


§.  VI. 

Man  setze  in  $.  4. 

f(aO = 1 ,    g)a(ar)  =s  —  (a?— wix)  (jj— »«2) (or— m,«) , 

9^(ar) = (a?— wian+i)  (^ — w«2«+a) » 
Öi(ar)=l ,  ö(ar)  =  C^x-^Ai)  (x^A^)  .„.(x—^An-i) ; 

so   hat  man  zur  Bestimmung  von  0:1,  x^^^.^^x^   die  Gleichung: 

C*(j:— Ji)*(a;— ^la)*....  (a?— -^n-J^Co:— wian+i)  (^-^»«211+2) 

+  (a;— wii)(4?— wia).«.  (^— wian)=0,  (16) 

^eren  Wurzeln  jene  Grossen  sind*    Ist  also 

P'        dx 

*/  (a:— «)V  g)(a:) 

80  bat  man  : 

«i'^(a;i)+e9'*(ra)  + +^i/'(«'a«) 

^orin  Be  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird. 
Setzt  mfan  • 

(H(x)=^'-X{x)s 

»oist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 

Tfceiixn.  ^ 

/ 


$i 


c- 


I 


\  ' 


iiog  /g(«)Vy;^+V^Vi^«) 


0 


also  ist 


=  c+ 


^======  arc  (tg  CS -====r. ) , 


(XIV) 


wo 


,  I 


0 

q>(x)  =  —  ix — m^)  (o;  —  wit) (^"-»'«li+t) » 

während  ii,  i^,.*,e^  auf  die  so  eben  angegebene 
stimmen  sind. 


in  ht 


§.  la 


Im  Vorstehenden  wurden  Xi,  x^i....Xr  (§.  1.  C)  als  Fonktto« 
nen  der  Grossen  Oq»  Oiy.On;  Cq»  i^i  ,..em  angesehen.  Nun  kam 
man  umgekehrt  einige  der  Grössen  Xi^  x^,..,  als  gegebene  Ver- 
änderliehe ansehen  und  aus  ihnen  die  Grössen  a«,  Ot»««;  ^»  ^o 
zu  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  dass  es  der  Aligeroein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
1  setzt,  so  dass  noch  m  +  n  +  1  solcher  Grössen  fibrig  bleiben. 
Sei  m-i-n+izzzr'y  und  nehmen  wir  r  (§.1.  (2^)  gleich  oder  grösser 
als  r',  so  kann  man  sämmtliche  r'  Grössen  ao,,.,an;  c^»-  ^m»  vm 
denen  eine  gleich  1  ist,  bestimmen  durch  die  r*  Gleichmigen : 


e{Xi)Vq>i(xi)=Siei(xi)V^^(xöf 


B  (Xr'  )yrg>i(Xr*)  =  fr'  öi  (Xr' )  V<Jt;bB(^r')  ; 

in  denen  die  Grössen   €i,   e^ \  tr'  beliebig   gleich  ±1    gesellt 

werden  können.    Man  setze  z,  B. 

SO  hat  man  zur  Bestimmung  von  Oq^  ai»....Co9  Ci».^: 


m 


!•      1*    'j!"  ■;    -f  <r 


.-^?.'. 


Ö(a:r,)\^9'i(J'r.)    =  Ö,(a;r^)V^g)a(j;r,),  \  (18.) 

>  Gleichungen  geben  nun  die  Werthe  von  «o'»  «i  j  »f^i j^o*  Pi?**- 

ändig  als  Funktionen  von  Xi,  x^^^^'ä^rif^r*),    und    der   in 

und    q>i  {sc)    enthaltehei    Koeffizienten.      Setzt   man    diese 
he  von  ctq,... ,  e^y,...  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
durch  {x — Xi){x — cTa)...  (o: — xr)  theilbar,  und  man  findet: 

•*i)(a:-a:a):...(ar-a;r')    -^(«^^'•'+i)(^-^r' +«)•••(«    Xt)—K, 

I 

man  nun: 
nd  ^|,  y^y-y»  die?  Wurzeln  der  Gleichung 

fr=e,  (19) 

le   vom  Grade  s=r— r'  ist.    ^s  wirj  somit  immer  möglich 
diese  Grössen  zu  bestimmen.    Die  nachfolgenden,  Grössen 
f  1 ,  B2j':€b   ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 


0{^i)Vn(yi)  =hOi  (yi)V(P2(yi)s 

0 (ya)  V  nin)  =  f 2  öl  (2^a) y^^a W ' 


(W) 


0(y»)\/lhM  =  f'öi  (y.)V<P2(y») 

nan  findet  (§.  7.),  wenn  man  setzt: 

V  V  v^.(a;) 
(:t)  wa$  In  \^.  7.  und  densdbeb  Bedingungen  genügend : 

K*l)  +  *(^2)+—  +  t(^rx)--'«('{^r»+j^?|>(r,^^^ 

^  sich   aus  §.  7.  ergiebt.  •'    ' 


.      «4 

Aehnlich  kann  man  In  die  fibrigen  FomifBln  mibcfiti^rao. 

Sei  ^  der  Grad  von  9i(^)/te  der  wwk  mJfdfrf^9i+(t%  der 
von  fp{x),  80  ist  dw  Grad  der  Tmiktion  fyg)  (9.  1.)  entweder 
2n+Qi  oder  2fn-f-^;  er  sei  2.  B.  =:2ii-f-^»  also 


r=2it  +  ^ 


find  folglich 


r^2ffi-f  ea 


mithin  auch 


2r^  2111  +  ^+211+^. 


r^m^n+i^^'^m  +»  +  |, 


also  9  da 


auch 


j^r — r'=sr  —  (m+n+l). 


'fi 


j^  wi+n+|—-  (m+n+l) 

Der  kleinste  Werth»  den  also  s  haben  kann,  ist  §- —  1,     wenn   p 

gerade,  und  ^  ^    »  wenn  ^  ungerade  ist    Man  sieht,  dass  dieser 
Werth  von  m  +  n  gar  nicht  abhängt. 


§.  14. 


Wir  wollen  ferner  annehmen,  man  mache  die  Voraussetiaiit 
des  §.9..  und  nehmen  wir  an.  in  6(x)y  di(x)  seien  gerade  r  Kocf 
fizieiiten.  also,  da  einer  =]  zu  setzen  ist.  ihrer  r — 1  za  bestis" 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch,  dass  in  §.  9.  Alles  däiBseDM 
bleiben  würde,  wenn  man  annähme,  in  dia)  seien  nmr  mgerade 
und  in  6i(x)  nur  gerade  Potenzen  von  or. 

Sei  nun  r  gerade,  =2n. 


8S 

1 

e(x) =00  +  «1«*  +  ....+  a«-ia:«*-a  +  x^ , 
öi(d?)=  (6o+ Äia;«  + ....  +  6n-«ar*-*)  ar , 

«i=«2=..»=&|i»— 1  =  — 1,    SO  werden  cio»*«*  ^o«*«  bestimmt  durch: 
Ö(^a)+di(^V92(^a)  =  0,  [   (21)    y(a:)=(l-a:«)(l-c«a:«), 


wenn  die  2n— l  =  r-rl  Grössen  j:|»  x%,...a:^^i  flls  gegeben  ao- 
gesehen  werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen ,  so  bat  man 
in  §.  7: 

(22) 
(d(^))*— (di(ar))V*)  =  (ar^^,^(j:«-ara«)  ...(a:*-j:*a«.i)(a:«-^«), 

woraus  leicht  folgt: 

Sei  zweitens  r  ungerade,  =2it4*l- 
Alsdann  setze  man: 

bestimme  ferner  Oo»—  &«••••  durch  die  Gleichungen: 

e(xi)  +  6,(ar,)V"^jT=0, 

e(a^)  +  Öi(«*.)V^f)(a^)=0; 
so  erhallt  man    '  ^  ' 

«= ^^— •  (25) 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  Xi,  jt^'*-**^''*!*  y  '^^  ^^®  Formeln 
(XI.) ,   (XIL)>  (XIII.)»    so  erhält  man  Theoreme  €ber  die  ellipti- 


8# 

«chen    Funktionen.      Dabei  ist  su  bemerken,  du»*  ^db:%ik 

s=:$r-i^= — 1  genommen  wurde,  Xr^^^ff^  und  $r  aus  der  CrlMcbung 


I     f 


bestimmt  wird. 


.n    •. 


§.15.  ■■      ■  ^'t^-  .     '^    «■    • 

« 

Setzt  man,   um  ein  Beispiel  zu  wählen,  im  vorigeo  Paragra- 
phen r=3,  so  ist  f 

e(x)  =  (ao+a:2)a; ,    ö,  (a:) = 6o ,     9?W=  (l-:r*)  (i--Vftr^V  ' 


■  '!     »\;.   "*\i  iMjt 


i  • /.        I'rt 


«  '  *  ^-  •    I  .     '.«f  •■ijt,      ''.I;  .*■       lt.         ^        • 

bestimmt,  woraus  folgt:  ..  i 

^  ""  XxX^T'  xx>r^x^  — ^aV^^ 

Zur  Bestimmung  von  €3  hat  man: 

Denken  wir  uns  x\y  x^  unendlich  klein,   so  wird 
also  (24)  sind  Xx ,    x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

d.   h.  von 

Diese  Gleichung  hat  noch  eine  dritte  Wurzel  z,  und  es  ist  offenbar 
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biso  Ist 

füso 

und  fSr  ar^,  d^s  unendlich  klein «  auch  V^(p(y):=zl,  ist  £9  =  1. 
Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 


/a:dx 


durch  Fa(ar),  ,  . 

i;«  ^  I9    Xi    und    o:^    nicht 


8jj  -,     ■     'li,    •      !■  flfcer  1  und  unter  — 1; 

durch  r9(j;>;. 


»■i>     Hü 


'-ä)v^) 


$0  findet  man  nach  (XU.)«  (XIII.)   und  (XL): 


V      (26)  I 


^^i(^i)  +  ^i(^)~^i^i(!/)  +  /-'»  )      \  


+  C, 


F3(»i')4-#V(«J)=eFa 


»>-^K£^2|^>''' 


norm : 


Nun  ist  aber: 


* ■  Y(qo+a*)«-t-&oVyÖi")\  _ ^0^9 («)    .   1  /6oVy(a)Y  , 

__« ,    /(go+«*)«+6oVy(^A _     fco      .  i     6oVa)      . 


Demnach  ist  der  Koefibdent  von  -^  gleich  Öq,  md  folglieh  werdei 
die  obigen  Gletchangen  defimöv  su: 

^.(*i)+F,(.T^-F,(y)-6ö+C,  f 


wonn 

6 


y=    " 


Oo,  6a  bestimmt  dmrch  die  Formeln  des  {.  15.  IH^  {'otjöielii,  (XTL) 
eottMoten  -  die  Additionstfieoreme  flir  zwei  elliptisdie  PboktioDeD 
der  verschiedenen  Arten. 

Da  (Qt  Xi::3^a^i=iO  auch  aq  =  6ö=0  und  w=0, -feha-.sibd  die 
Konstanten  ia diesen  Formeln  Nnll »  wenn  man  (Tals  oi^tere  6ri^ 
der  Integration  nimmt.    Setzt  man  d;c=8in9»  so  ist   \.  | 

^^^"^^=y     Vl-c«sin^'^'^"^^=T/    Vl^^Ä 


'C*sing)*  t/     V 1— ^shi^ 


"  ro-'-^Pr^^^^s»- 


^8(a?)  = 


o 

Darnach  stellen  sich  diese  Gleichungen  aocb  so  dar: 

(27) 


V^l-c*sin©«     t/       VI— c«sing)«"V      VT^ 


^sing)«     t/       VI— c«sin9«    J^     VI— c'dny» 


<, 


1 

% 

p 

« 

•e 

J» 

M 

OB 

Q9 

B' 
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^ 

• 

1« 

\il , 


9. 
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e 

OD 
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Ol 

D 
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I 

5' 

•e 

IM 

OD 


Ctf 


s 


\   •  ^ 


?. 


•.  \\ 


t 

Li 


I ,  - 


,.  r 


worin  fp  bestimmt  ist  durch: 

(30) 

1  — c^siD9)|.%in^* 

Die  Gleichung  (30)  ist  nichts  Anderes  als  die   6ld<^iiiiff  (1)  in 
Archiv  Theil  XL  S,  395.  C  §.  4.  — ©  w 

Die  Integrale    in  (28)  geboren  «iKden  In  Archiv  Theil  XID. 
S.  12.  ff.  betrachteten  und  zwar  zu  der  dortigen  Gattung  f  snHdv; 

die  in  (39)  zu  den  dorfiS.  19.  ff.  betrachteten.. 
Bezeich  n€^u  wir  den  Werdi  von 

dx 


r 


V(i-Ä«)<f'=^^3ipr) 


(31) 


durch  e,  so  ist  (Archiv  Theii  XL  8|Z995.  £  f^S.)  jrssmio^  wena 
c  der  Modulus  bt,  während  die  obige  C^min  9  nichts  anderes 
als  die  Amplitude  von  f>,ist  Bezeichnen  wir  durch  «i»  i%»  «0  da^ 
was  aus  (31)  wird,  wenn  man  a?| ,  2^  y  an. die SteBe  von  jr setzt, 
so  giebt  die  Gldchuog  (27)  oder  die, erste;  (j£VL) : 

r 

während  sin^zzsnto,    8in9i=sDri,    siii^sssnt^;  also  nach  (30): 

-«/«.  _L«  N  —  sPgi cP^i  dnPi  -1-  sntv;nt>tdnp|  ^j^x 

sn(n+r^ l_e«8„«,^s„*P^ '  (32) 

was  absolut  die  Gleichung  (1)  des  6.  5.  a.  a.  O.  ist    Von  diesei 
ausgehend  9  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  zu  entwickeln. 

Da  aber  fiir  Xx%  x^  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
gestellt  wurden,  so  gilt  die  Formel  (32)  für  alle  moglicheo 
Wertbe  von  Xi  und  Xm,  so  wie  von  c,  was  die  Herleitung  der 
Formeln  der  §.  6.  und  §.11.  sehr  erleichtert. 

Die  Grosse 


y 


Vi— c«sin«9> 


wurde  in  Archiv  Tbeil  Xlll.  S.  i.  ff.  §.  18.  durch  /     sn^cdo    be- 

zeichnet,    worin  v  den  obigen  Werth  hat.    Diese  letztere  GrOsse 
fand  sich  dort 


9V 


...  ,  • 


SO  giebt  (2S),oder  die  zweite  GUi(^mi9.(XVI.>: 


>s  eben  die  Gleicbaog  (1)  in  S»  191  sl  a.  O«  ist/ 

Aueb  bier  i^t  keine  Bescbränkang  fSr  die  Wertbe  Torbauden. 


1 .  — 


Eben  so  gebort  endlicb  F^(x)  (XVI.)  zu  den  mit  J  in  §.  23. 
a.  O.    bezeiehttetttti    l'u^tiOdMl  '  d«r    difttdii    Art.  'ttiNl>it#t[U 


t  sie: 


'•l-..-.  i  V.; 


.  -1  .  )  > 


t  also 


•  i  H,i-(ii'>(i 


»  ist  sie  gleich 


>.  I 


r+c*sn*6J(t?,6) 


<» 


ich  (4)  des  angefährten  6.  2^.  '  Die  Gleicbang  (29)  drfickt  dann 
>enfalis  eine  Snmminingsformel  dieser  Grössen  aas,  deren  Ept- 
icklane  nicht  schwer  ist  Das«  fai^rail^  di^  TheM«  'Mr  tthü 
rten  eTiiptischer  Funktionen  flieset ,  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
ler  für  den  Aogenbiick  genügen.* 

•    «    '•  • 

Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  §.  1.  versprochene 
ntwicklung  der  vor  (11)  stehenden  Gleichung  übrig.  *>     -'-' 

Der  schönste  Beweiii  iäl  Wobt  der ,  di»il  L  i  o  u  v  i  1 1  e  in  seinem 
ournal  de  Mathömatiques  pures  et  appliquöes, 
»me  XI.  pag.  46&  gjeigebep.*  d^r  iMif  4Mb  Folgei!Mle.<lMraiui^ 
>mmt.  Man  habe  die  Funktionen  ijßix)  und  g>(x),  so  beschaffen. 


'%4'f! 


g)(a;)=6o^>'*'^*  +  ^ia:*""'+  • .. 


dsM  al«o,  weDD  Öq,  b,,...  nicht  Null  siod,  q>{x)  vom  Grade  m 
tot,  tvenii  ^(j;)  vom  brade  m.  Sei  Don  ß  itgend  «ioeGrüss», 
bestimmt,  dass 

*  "''iKi^+jJvC«)^«.'  ■■■■■  '-''■(S^"'  ''■■■ 

ond   bes^tärtie  Slaf)  die  Summe  dp  >fiinfb  d^fW,Gl«iclii 

also,  da  dl«w  WnizelD  von  ^  abUngen:      liii):  K'  -^  '<  >:  . 

;'' '""' '■■■;'i|=-i..^ '■"'(«)•-'■• " 

QiliraBiirt  iaim' abu  <33)'iR  Banig;«ii('f!/«(>.M',I.',-  «o  "<"  . 


[f(»)+m«)]j^+»(»)=0. 


Demnach  ia  (34): 


^iiTÄsr^*'.-  <») 


Da  |3  gans  willkohrlich  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  i 
oder  wenn  {gD(x>=:l,  also  ^=0: 

iK«)  =  («-«)*l(/"). 

und  habe  ^x)  die  WorKoln  x^,  x^, Xr,  8»  iet 

■(.■M=*X^)  +  (a:-.)f(*). 
und  die  Gleichung  (37)  beisst  eigendich: 


1 


IZ^)  ^  (xi-a)P(xi)  T  (ara-«)P(j:i) 


f"  ••••• 


•  •«••   "f" 


(Xr—a)F'(Xr) 


-0. 


da  a,  Xif..»^Xr  die  Wurzeln  von  tf;(a:)=0  sind.    Diess  ist  aber 


+       ' 


{XT—<t)P(XT) 


F(«)' 


also  wenn  das  Zeichen  S  sieh  bloss  anf  die  Wurzein  von  F(jp)==0 
bezieht: 


(38) 


(x-uifix) 


Fi«)' 


was  eben  die  zu  beweisende  Gleichung  ist 


, 


{ 


%        ■    .   ,       .»■ 


1 


.  % 


De  Intefralibas  qulbasdam  deflnMt. 

Anctor  Christianns  Fr.  Idiidinan, 

L«(!tor  Str«BgnMeiin*k 


1. 

In  Tom.  VL-praec.  pag.  187.  seqq.  Col.  Arndt  mtegnJia  defintts 

■  ■-  - 

O  9 

tractat,  ubi  n=:  num.  lotegro.    Beneficio  theorematis 

f(x)dx=J       f(a^x)dx (a) 

»  o 

quod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratam  et  in  Calc.  in- 
tegr.  Cel.  Moigno  pag.  45.  quoque  inest,  ilia  integraiia  panilo 
brevitts  inveniri  videntur,  ita  ut  sequitar. 

Ct  maximani  generalitatem  consequamar,  pro  /Sin^  pooamiis 

/((Sin,,))  =  /Siny  +  2Ä7r  V^ 
et  pro  /  ( —  Sin  9)  itidem 

/((— Siny))  =  föiny  ±  (2A  + 1)  «  V*^=T*) . 
Ex  theoremate  (a)  habebimus 


*)    Vide  Cauchy,  Cour«  d'Analyse  de  l'Ecole  polytechnique,  pag.  3l9 


9$ 


■  \ 


unde  beneficio  th^orematis  potis^ijOii  inveniemu^: 


71  0 


^   =^%i|-^n^V^:Zi, 


r\(--*Smfp))d^  =  f^l(iS\nip))  d^  +  /*7((  -  Siny))  e^^ 


0  0  ^ 

IE 


0 

r 


=  2/^/((— Sin9))<i9 


,    .=:7r/|-±(2A+l)7i;«V— 1.' 

Ex  theoremate  naper  citato  sequitur ,  ut  sit 

■  ■  '    ■    .  ■    * 

/((Siny))  rfq)==  /    lHSiU(p))d(p  +  J      l((Sin(p))d(p  + . . .. 


0  ^ 


/ATT 
l((Sixup))d9  • 

Quum  vero  secundum  theorema  (a)  sit  (m=num  integre): 
J^(k\x^^))d9:^fj  ((Sin  (2m»— 9)))d^== /*1f  ((--Siny))cZ9, 

(«m— l)7c  0  0 

/>(2m+l)7t  pn  '  pn 

I  >((Sln9))rf9=  /    ^(Sin(2m+I,«— y))rf9  =  /  /«Siny))^^; 

2m7E  0  0 


'/^ 


*)    Vide  Granert  Archiv  Tom.  IV.  vag.  1^^ 


M 

dnm  est  n=itam.par=:2ni 
a  6  a 

dum  est  n^  mna.  imp.rrSin-}-! 
J'^l^ml))d9=(m  +  l)J'\(Siav))d<p+mf''l({-~SiBq,))dv 

0  0  0 

=  jc  K2m  +  IkI  ±'2Ä(m+l)w  V^  db  (21+1)'»«  V^It- 

Jam  facillime    ioveniri  potest    /    ipl((SiBip))d>eift=Kam.  intog.)-  E^    • 
(I 

f   ^l{{ß\utp))d<p=f  \l{{Sm<f,))d<p-\-l  ^l{(Sia<f))d<f-\- 

0  0" 

et,  »\  est  r^  num.  intc^^o,  secundum  theerema  (a)  fit 

/*%  l(X&\a^))d9  =^nßli  -  Sing.))  dtp-f^Ki  -&af'))dg> tf) 

(«r— 1)1  O  0 

J^Ssinip))dv=(^+i)7tJ*\iS\D9))dq,-^\l((Siar))df....(r) 
tm  0  0 

Praeterea  est*) 

J^'pH(.Sin9))dv=ft^±k^>V-l. 

Siad  iDTenienda  iot^alia ,  in  qaae  integrale  quaesitam  distributuffi 
est,  fonnalae  (^)et(^)  adhibentur,  addeodo  et  reputando,  cy^EBö- 
entes  termini  uantm  formularum  pFJom  in  progressiftne  arithne' 
tica  esse  obtinebimus : 

')     Vide  Grunert,  ArchiT.  I.  c. 
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(ft=:nuTii.  par.=2m) 
'  fpK(S\nip))d4psz7i*m{2ml^  ±kn  (2m-l)  V^±- 


(n  =  num.  inip.=^2i?t-f  1) 

qtl{llß\xitp))d(f> 
o 

=««(21»+ 1)  f^h\±kn(m^l)^r::\±^^mn^f^^  . 


II. 


In  Tom.  X  praec.  pag.  341.  Cel.  Dieiiger  proposuit  integrale 

rx^~^dx 
14.   2_i.^*  quod  casus  tantum  est  specialis   integralis  gene« 


iilioris 


o 
qaod  hoc   modo  inveniri  potest.      Termini   denominatoris  sunt   in 

1— .^«n 

progressione  geometrica,  cujus  summa  est=  -|_  2  *    quamobreni 
eyadit 

j_  P^{\^x^)oc^-^  dx       P^x^-^dx        P^x^^^dx 


JL  1     i_ 

Posito  x^:=:y,  ideoque  xz=:yin,  dx^=z^y^n'"^dy ,  habebimus 


"^-^^InJ         \^y        2nJ      '    1-y 


d^ 

o 
Ex  cognita  vero  forniula*) 


0 
«eqoitar»  ut  sit 


-Y"- —  =  7rCota7r,    l>a>0 


*)    Vid.  ex.  gr.  Moigno,  Cülc«  integr.  pag.  6^. 
TheU  XTI. 


-      n  i„  .an     _  .yr  +  S)«J 


Sin- 
n 


^"  «:n  «" «:„  («+£^ 


- ,  2(ii-l)>o>0. 


Formala  (t)  differentianda  respectu  ipsias  a  prodit 


1  — .T^ 


(0 


Hie  posito  a?=y^  prodit 


2      a    - 


Sin<£d^Sin; 

ft  9t 


(l_«n)^«fo  /'»V- 


2n 


2» 


Si  ponimus  o=b — 2,  invenimns 


« 


a 


o 


(*) 


ubi  necesse  est,  sit  n>2,  quia  alioquin  a  evadit  =<0.  €el. 
Schiü  milch  hanc  formulam  proposuit  in  Tom.  Xll.  praec.  pag.  208, 
ubi  conteodit  fieri  dod  posse,   quin  quantitas  (i  sit  fractio  propria 

negativa.    Quod  per  fi  designat,  idem  est  atque in     foriuvb 


n 


mea.  At  vero  qnum  2(w— l)>a>0  esse  debeat,  ut  antea  demon- 
stratum  est,  nihil  prorsus  impedire  videtur,  quominus  in  foraiuia 
(A:)  ex.  gr.  a=:n  ponatur,  dummodo|sit  n>2.  Haee  suppositio  dabit 


p^'-^=Q<y.- 


Codem  modo,  quo  integrale  (i)  inventum  est,  cognoscere  quo* 
que  licet 


A 


x^"^  dar 


l— a-2  +  a:4  — ...  +  (- l)»-ia:2(«-i)' 


limvero    quum  termiDi  denominatoris  sint  in  progfea^ioftef  ^o- 
etrica,  cujus  sumina  est  == — | ^ —  •  ©vadit 


•sin 
* — V — *y  •« 

o  0 


ibstituendo  ^  pro  x^  et  formulis  cognitis*) 

O  0 

V 

IhibendiSf  hac  pro  n=nuin.  par.^  illa  pro  n=oum.  imp.,  inveniturf 

(n=nuin.  par.) 
'^(i+x^)x^^ 


1— .t?*» 


n=num.  imp.  ^2(n-l)>a>a. 


^G's*«"t')' 


IH. 


Faciiiimeinveniuntar  iotegralia  (a>0) 
'  Smuyi%=  -r-^ (1).  J    Costt3^rfy  =  — ^j— (2) 

0  » 

aae  multiplicata  pet  c-<»*rftt(c=quant.posit.),  integratioft«  ab 
sQue  ad  t<=oD  lacta,  dabunt: 


/cts            /•«                      /*«! — Cosott         - 
e-^du  I    Sin  uydy  ^  I    jj «""*  du , 

e-^du  I    Cos  uydy=i    jj at/. 

»rdine  integrationum  permutato,  beneficio  formularum 


*)     Vid.  Moigoo  I.  e. 

1* 


1«0 

/^e-^Shi bx dx = ^^  ,  ^, »  Je-^CoBbxdx=  ^^i^^» 

iiiTeniemas: 

/»•«-«•SiD»^  1    /      a«\ 

c{]i=Arct2-       •• .".  .  (fy 

0 

Posito  cssO  in  formula  (4),  habebimas  formulaiii  GOgoitam 


Si  my  pro  j^  in  formnla  (l)  substitoihir,  differentiatio  respecto  m 
dabit 


Sin*5aif 


Hoc  quoque  integrali  per  e-^^du  multiplicato  et  int^ratione   intra, 
limites  u:=zO,  ti=:oo  instituta,  prodit: 


/    e^^du  j  ^yCosmuydy 


o  o 


«c— «»Sin*rt«tf 


«       -du. 


Ordine  integratiooam  permutando   et  formula  (4)  recordanda  ob- 
tinebimua 


o  i? rf«=|Arctg^-^/(l+y 


(5) 


Posito  «=2,  c=0,  form.  (5)  dabit^  qaia  2/(1+ -^  1=0 pro csrffc 


*)    Hoc  integrale  Gel.  Arn^t  aliande  procedent  inTenit  in  Tom«  U 
praec.  pag.  77. 
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/•Sin««.        n  .„. 

-j^-d«=j ' (6) 

quod  integrale  etiam  hoc  modo   probari  potest.     Per  partes  inte- 
grando  reperiemus 

/Sin%^  Sin%  .    /•Sin2t« . 

qpod    intra    limites   0    et  oo     sumtum    formuiam  (6)    suppeditat. 
Enimvero    quum    Sinu  pro  7t=^    indeterminatus  evadat«  limites 

tarnen  +1   et  —1   supergredi  nequeat,  fiat =0  pro  u^=cd, 

necesse  est 


IV. 

De  integraii 

Ixdx 


j 


O 


Posito  jr=T-tgify  aeeipimus 


J=^~T^l^  /**  Cosa(«--i)V/d^+«^^^Ä /^*Cos*(«-l)tff/tg1(prfV'• 


Cogllltam  ^ero  est 


/l^    ^,    ,,     j        1.3 (2ii— 3)  jr 


et  per  partes  integrando  invenimus 

/Cos*(«-*)  'ipltg'tlfdii; 


.  3.5. ...(2«— 5)  {2m— 3)  .,       ,  ,^ 

.  1.3.5 ...  (2n— 5)  (2n-3)     ,, 
+  2-M.^.3....(n~l)  ''''*«* 


IM 


f(^)fd^  |Coa«(-«)t+^3|^Co«^«-3)^+.., 


.  3J...(2it-5)(2n-3)i 


J.2.3....(»-l)    J  SiD^Co»^  ■ 


1.3>5...(2n->5)C2yt— 3) 


Quuni  hoc  Integrale  intra  llmites  samitur,  prima    pars   dextri 
meivbri  evaDOScit,  quoniamSinif;/tgi/;=Oprotf;=0,  et  Co8*H^ftg^=0 

pro  ^:=:3-!  temiipus  secundus  et  qaartus  simul  sunitl   aeqiiäbi  / 
/Bunt  .  . 


n  71 


o  o  o 

4]iiainobrem  existit 

n 


I  *  Co8*("-i)  i/;/tg  Hfd^ 

0 

2(n— l)*2«-i  M.2...(n— 2)+  n— 2  '  1.2.3...(ft— 3)  + '' 

,  3.S..,/(2m-4l)(2»-^3)( 
••"+       1.2.3.-.(n^2)    ( 

_      1.3.5 ...(2/1-3)    ^  i     1 1  .I.il 

^ri.2.3..  (w— 1)'2»  (2w-3'^  2«-6'*''-+3"*"^l 

Hn—q-)  AT-  

=  --^p— ^•-j?{C  +  2Z'(2.w-l)-Z'(n-l)^    (C=0^772...) 

isi  funetio   F  et  Z*(a)=^-^ir{a)  introducuntur. 
Quum  vero  sit 


2Z 


reperitur 


J^  Co8«i»-»)t/tgiMV  = ^^-'^(0+  Z'(«-|-)+2ß|. 
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» 

I    nnde  deniqae 


Quaestiones   ad  tirones    exercendos. 

1.  Id venire  eonditiones  necessarias»  ut  Dum.  integer 

I0«a  +  10»-J6  +  lO»-2c  + +  lO^k+iOli^ . 

diyisibilia  sit  per  3,  9,  11.  (Applicatio  Theor.  binoin.) 

2.  Geometricum  invenire  locura  intersectionnm  linearum, 
qaae  per  duos  angolos  trianguli  rectilinei  daetae  latera  opposita 
sab  eodem  angulo  aut  in  eandem  rationem  secent. 

3.  Invenire  trianeuliim  aequicrurura  maximum,  quod  in  seg- 
mento  circulari  dato  oescribi  possit»  |ita  at  Vertex  unius  anguli 
in  eo  puncto  jaceat^  ubi  chorda  in  duas  partes  aequales  divisa  est. 

4.  Demonstrare  formulam  integralem 

J    Cosa;Cos(a-:::^  =  "SiSS"^^®^ «•  \''<2j 


I 
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Heller    die   Unrclisehiiltls  -  Curwem 
zweier  nftcheii  des  zweiten  Orades  ialt 

melirfaGlieii  PunKlen* 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer, 

PriimtdoceDten  an  der  UntTertität  lo  Buun. 


Unter  dea  Durcbscbnitts-Curven  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Ueberbiick  gestatten,  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziehen,  bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfachsten  Singu- 
larität, dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  Für  sie  nämlich  tritt 
eine'^natürlicbe,  d.  n.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  selbst  gege- 
bene, Projections  -  Ebene  und  ein  ebenfalls  natürlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen,  wir  meinen  bezüglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  fiir  die  Beziehungen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  ffasslicber  Ausdruck  findet,  der  oben- 
drein die  Classification  dieser  Curven  unmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  Im 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein,  den  Fall 
ausgeschlossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  K^el^ 
schnitten,  schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Factnms 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweite 
Crades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 
und  unter  den  mehrfachen  Punkten  höchstens  einen  vierfach«! 
Punkt   aufweist.     Legt   man    durch    zwei    hiernach    als    möglieh 
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denkbare  Doppelpunkte  and  einen  dritten  Punkt  einer  solclien 
Curve  eine  Ebene  >  so  müssen  alle  Punkte «  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  schneidet  ^  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  folglich  In  einer  ersten,  mithin 
auch^  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch* 
Schnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel* 

E unkte,  so  besteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  in  den 
eiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  die  zusammenfallen  und  die 
Doppelpunicte  aufiiehmen.*) 


*)  Za  diesem  Resaltate  gelaogt  man  aaf  dem  Wege  der  Rech- 
nong  dareh  folgendes  Verfahren,  wobei  nur  der  allgemeine  Fall  vor  An- 
^en  gehalten  wird.  Et  seien  P  und  P*  die  beiden  Doppelpunkte;  in 
ihnen  fallen  alsdann  die  Tangential- Ebenen  der  beiden  sich  schneidenden 
Flächen  zusammen  (2).  Diese  Tangential  -  Ebenen  nehme  man  zu  Ebe- 
nen der  x%^  und  y%i  ihre  Dtirchschnittslinie  also  zur  %  -  Aze,  und  man 
lege  die  X  •  Axe  und  %  -  Axe  resp.  durch  P  und  P*,  In  Bezug  auf 
dieses  Coordinaten  -  System  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  s 

/!s  AT* + *y  * + c»*+fltey + tf4?» +/3/» +^4? + Äy + Ar« + 1  =0 

und 

Da  nun  die  J?-Aze  sowohl,  als  auch  die  ^-Axe  die  eine  wie  die  andere 
Fläche  berührt,  so  ist: 

^*— to=0,  ^'•— 4«'=0;  Ä«— 4^=0,  Ä'«— 4d'=0; 


Die  Coordinatea  des  Punktes  P  sind  alsdann  2=30,  ^=0,  x=i ,    die 

des  Punktes  P*  »=0,  X=0,  y= — —:.  Und  weil  die  Ebene  Qs%  beide 
Flächen  in  P  berührt,  so  ist  für  die  Goordinaten  dieses  Punktes 

^--.0    *^-o    ?5?-o    ^'-o 
^-®'  rf«""^'  tfy~®'  tf«-®' 

sowie  andererseits,  da  auch  die  Ebene  y%  gemeinschaftliche  Tangential- 
Ebene  beider  Flächen  ist,  die  Goordinaten  des  Punktes  P*  den  folgenden 
Gleichungen  Genüge  thun  müssen : 

^-0     ^-0    ^-0    ^t=0 

^-»'  ^-0'  Sx-^'  d%     ''• 

t 

Ausser  den  bereits  gefundenen  erhalten  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
dingungen : 

-Ä^-*="'  -Ä'+*'="'  -f*+*=*^'  -:^*'=«' 

«o  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nur  die  nöthigen  Gon- 
stanten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehea: 

f^  ax*\by'^^c%'^\dxy^hya.x% + h\/b,y% + 2ya.x-{'2  \/b.y\  Ar»+ 1 = 0, 

4.Ap's-fi=o. 
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Denken  wir  un«,  waa  dem  Obigen  geniee  nodi  fietettet  iit 
die  DurchschDitte-Curve  iweier  Flächen  des  zweiten  Gnidee  ait 
einem  dreifachen  Punlite  verseilen,  so  schneiden  sich  In  dlessM 
drei  verschiedene  Aeste.  Wenn  daher  durch  den  siimli- 
ren  Pankt  eine  Ebene  gelegt  wird,  welche  nwei  mser 
Aeste  schneidet,  so  mnss  sie  die  letxteren  gans  enthalten» 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  flinf 
und  nicht  mehr  Punkte  gemein  wären.  Die  beiden  Fftächen 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve»  -mitbin  auch  m  ei- 
ner zweiteifi  ebenen  Gurve,  die  aus  dem  dritten  Cnrvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  Ueg^,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
fibertragen  werden  kann ,  mit  einem  jeden  der  letzteren  Ja  dersel- 
ben Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt«  Di^Doreh- 
schnitts^Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen dreifachen  Punkt  besitzen;  weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  mch  ni  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  bdde 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Ohjffen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durchschnitts  •  Curven  zweier  Flieiwn  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Cnrve  besitzt  keinen  mehrfachen  Pankt 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  einnlgem 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  bat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  ans  swe% 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  in  dea  Doppel- 
punkten schneiden 


Fär  die  Gleichung  einer  Fläche  des  zweiten  Grades,  die  den  Durch- 
schnitt  von  /  nnd  /^  anfnimmt,  ergibt  sich  hieraus: 

r+ir  =  {ax^  +  by''  +  iLy/a.x + 2  y^.y  + 1 ) 

Vergleichen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke 
9 ^  ( V«  a?+  V^.y+aa  +1)  {yajx  +  Vö.y+a'  s+l) 

+  aa'2*+(a+«')V«.^2+(a+aOV^*y»+(«+aO*> 

so  leuchtet  ein,   dass  jene    auf  die   Form  von  9  gebracht   werde,   wenn 
man  X,  a  und  a'  so  wählt,  dass  sei : 

?=0  stellt  aber  alsdann  zwei  Ebenen  dar,  deren  Durchschnitt  die  Punkte 
und  P'  enthält,    woraus  wir  entnehmen,   dass  sich  die  Flächen  f  und 
f'  in  zwei  ebenen  Curven  schneiden. 
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A)  ^  Jeder  Puekt  der  DurchAchnitts-Curve  ist  ein  Doppelpunkt, 
und  die  Flächen  schneiden  sich  in  zusaiumenfailenden  ebenen 
Curven«  d.  h.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

^  Bei  den  im  Folgenden  mitgetheilten  Entwicklungen  haben  wir 
aus  den  im  Eingange  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet,  dessen  analytische  Auffas- 
sung die  Fälle  3)  und  4)  involvirt. 

2.  In  dem  Punkte  P,  der  den  beiden  Flächen  /'.und/'  vom  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  Tangential-Ebenen  e  und  e^ 
gelegt  Der  Durchschnitt  von  e  und  e'  berührt  den  der  Flächen 
/  und  P,  80  das«  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P, 
dessen  Coordlnaten  x,  y,  %  seien,  durch  folgende  Gleichungen 
dargestellt  wird: 

"^^  (^-^»^ +^^»-^«) + f  ('-'•)=<>. 

Der  Punkt  P  tritt  nun  erstlich  als  singulärer  auf,  sobald  die 
C^urchschnittslinie  von  e  und  e'  dadurch  unbestimmt  wird,  dass  die 
beiden  Berühmngs-Ebenen  e  und  ef  zusammenfallen,  also  für  die 
Flächen  in  P  em  Contact  eintritt.  Der  analytische  Ausdruck 
für  diese  Bedingung  ist  das  Bestehen  folgender  zwei  Gleichungen : 

df      df 

A\dx      dx 

'df=dp 

dz       dz 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Punktes  P  Genüge  geleistet,  so  lässt  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden»  welche  die  Curve  in  dem  singulären  Punkte  P  be- 
rühren« folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  t  und  i*  bezüglich  die  Ordinaten  von  f  und  f,  und 
aus  den  Gleichungen  /=Ound  /'szO  ergebe  sich  z=:zjr,y,  2'==2x^. 
Für  einen  der  Projection  (xx,  y^)  von  P  zunächst  gelegenen  Punkt 
{xi^dxt  Vi-^dy)^  drückt  sich  alsdann  die  Differenz  A  der  z- 
Ordinaten  beider  Flächen  so  aus: 

fdH      d^'\dx^     f  dH       dh'  \tlxdy 
+  Kdx^"  dxV  2  f  ^\dxdy  *"  dxdy)  2 ! 


df 

df 

dy 

dy 

df- 

=  df 

dz 

ds 

fdH      d^z'\dy*  . 
+  Kl^-'dy*j2\ 
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E»  redadrt  sich  dieser  Aasdrad^  da  P  beidoiFliclMB  tjmukr 
sam  ist,  und  io  Folge  der  Gleichmigeii  A, 

dz      dz'        .  dx      daf 

dk=di  ""**  2^=^ 

ist,  auf: 

^— V5]?»~aS*/  2!  +^V<trd:y"~  da;dy/~W' 

Sollen  nmi  Xx-^-dx  and  jfi-l-^fy  einem  Ponkte  entsprecken,  te 
aaf  /"  uod  f  befindlich  und  dem  Punkte  P  nächst  snliegeBd  iii; 
so  muss  sein: 

Hiernach  gibt  es  zwei  durch  •^=mbestbnmteRlchtangen,nMh 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Darchschnitts-Ciirre  nidwt 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  durich  P  gelegte 
Gerade  berOhren  die  Curve.  Diese  Tangenten  li^en  hi  aeä  hh 
sammenfallenden  Tangential -Ebenen  e  und  tf  und  die  deichiiiig 
ihrer  Projection  auf- die  Ebene  xy  ist: 

y—yx^mix—xx).- 

Berühren  sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

die  beiden  aus  B^  sich  ergebenden  Werthe  von  ^  reell  sind»  so 

ist  der  singulare  Punkt   ein    eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  L  der 

Durchschnitt    zweier   reeller   Zweige,   und    wenn   ausserdem   die 

dii 
Werthe  von  -f^  einander  gleich  sind,  so  ist  P  eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  imaginäre  Curven-Aeste. 
Liefert  aber   andererseits  die  Gleichung  B*)  fOr  ^     imaginSre 

Werthe,  so  tritt  der  singulare  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  i.  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven- Zweige  auf. 

Um  in  der  Gleichung  B^  die  Functionen  f  und  f  in  Evidein 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  /==0,  /^=0  der  bei- 
den Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y  und  einmal  nach  9 
und  y     Man  erhält  alsdann,  nachdem 

dz     dzf     dz        ,  dz* 
dx*  dx'*  dy  dy 
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mit  Hülfe  der  ersten  partialeii  Diferentialieii  jener  Gleichongen 
eliminirt  werden^  sechs  Gieichongeii  des  ersten  Grades  zur  Bestim- 
moDg  von 

dh      dh^      d^z_    rfV    rfV  d^%' 

a^'   dj^^'  dxdy'  da^'  tly^   ""^  dxdy' 

sodass  alsdann  an  die  Stelle  dieser  Ausdrucke  in  die  Gleichung 
B^  Ausdrücke  in  Differentialien  von  f  und  f  gesetzt  werden  können. 

Lassen  wir^  was  der  AllgemeinheH  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut,  die  z-Axemit  der  gemeinsamen  Normalen  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen,  so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letzteren  diese  Gestalt  an: 


f^ax*  +  by^  +  cz^+dxy-i-exz'i-fyz  +  gz=:0, 

f'=afx^+  6y  h  c'i*  +  d'xy  +  e'xz  +  fyz+g'z=0. 

Da^  wie  wir  unterstellt  haben,  weder  /noch  f  in  dem  Doppel- 
Pankte  P,  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaftet  ist,  so  ist  es  gestattet  für  g  und  g*  die  Ein- 
heit zu  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Durchschnitts  -  Curve  in  P  folgende  Gleichung: 

\da!*  "  d W^  \  dicdy      dxdy  Jdx^  Kdy^"  dyy\dx)  ~  "' 
oder: 

^      dar  dxdy      dx  ^       dy^     \dxj  ^^ 

Die  Gleichung  f'^f=0  gehurt,  da  sie  nur  Glieder  der  zweiten 
Dimension  enthält,  einer  allgemeinen  Ke^elfläche  des  zweiten  Gra- 
des an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  der 
Anfangs -Punkt  der  Coordinaten,  oder  der  singulare  Punkt  der 
Cnrve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  f  aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden,  in  denen  diese  Kegelfläche 
von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  JS'O  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Greraden  die  Durch schnitts-Curve  von  f  und  f  berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  durch  das  Zusammenfallen  der  Tun- 
gential-Ebenen  oeider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curye  auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelfiunkt  ^eht,  und  die  gemeinschaft- 
liche Berührungs- Ebene  schneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschnitts-Gurve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularität  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt. 
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8.  Wenn  dte  CoefBcienteo  einer  der  beUen  Clehfcingiwi 
esO,  e'ssO  (8.  Anfang  der  vorigen  Mnninier)  m.  B.  der  tntenn, 
verschwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene,  also  e»  md  ahh 
dann  anch  der  Durchschnitt  von  e  und  ef  unbestimmt;  äe  Dmek- 
schnitts-Curve  weist  in  /'eine  Sineularitftt  anC  die  «ie  dem  üoi- 
Stande  verdanlct,  dass  eine  der  Flächen,  nftmlich  A  la.  demadben 
Punicte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt  dass 
f  eine  Kegelfläche  ist,  deren  Singularität  durch  Pgebt.  ÖhgUich 
nun  hiemach  die  hierher  gehörigen  Cnrven  sich  von  den  «ab«  1 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),  so  wollen  wir  dennoch 
den  Weff  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Siagoluittf 
unmittelbar  finden  lässt.  Es  sei  f  die  konische,  f  cUa  Mid«Nr 
Fläche.    Eine  erste  partiale  Differentiation  liefert: 

^.^  ^_o    ^4.^  ^-n. 

dx'*'dxf  '  dx"""'    dy'*'dxf'  dy  " "^ 

d%*  dl* 

woraus  sich  fSr  -^  und  ^  bestimmte  Wertbe  ergeben,  wlbresl 

die   von  -j-   und  -ir-  unter  der  unbestimmten  Form  -||^  anftietnl, 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten*  System  lUitoistil 
len ,  dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt  P,  und  desses 
x-Axe  mit  der  Normalen  von  f  in  P  zusammenf&llf .) 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von    j-   z.  B.,    so  indel 


man: 


+ 


dz   dx"^  ~^  dxdy  '  dx      dxdx  'dx  '^  dy  '  da\ 

dx'^^  d^f         dy    ^  ,^{i?L.  ^    ^i 
dxdz   *  dydx  *  dy   ■  dz^  ^~dx      dy '  da\ 


dz 
Ein   ähnlicher    Ausdruck  ereibt  sich  für  -j-  -     Wir    setsen    isr 

"  dy 

Abkürzung   Ti:  +  7"  'f   ^^'9  alsdann  wird  : 

dzX+l.V       dz  _  r+m,  V 
dx'^Z  +p.V'     dy'^Z'i-p.V' 

Die  Ausdrficke  X,  Y,  Z  und  V  sind  in  Bezug  auf  ^  vom  erstes 

Grade,  l,  m^  p  vom    nullten,  d.  i.  constant.    Durdh  Verblndang 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neue: 

*)  Dies  leuchtet  anch  daraas  ein,  dass  /4-Jl/^=:0  die  Gleichung  ei- 
ner Fläche  des  zweiten  Grades  ist,  die  ohne  Kegelfläche  za  sein,  mureh 
den  Durchschnitt  von  f  und  f  geht ,  und  dte  Fläche  p  in  P  berührt: 
gerade  der  in  2.  betrachtete  Fall. 


orans: 
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dx      dy    dx  Z  +  pV  ' 

ezeichnen  wir  dem  Früheren  analog  'T^  +  ^S'  '  ^    *"»*     V'»    so 

as8    für   die  durch  -r^  bestimmte  Richtung,   nach  welcher  man 

m  dem  singulären  Punkte  P  aus  fortschreiten  muss,  um  zu  dem 
im  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  zu  gelan« 
eo,  V=  V*  sein.  *  Zur  Bestimmung  der  Taugenten  der  Curve  er- 
alten wir  sonach  die  Gleichung 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  -^ 
uadratisch ;  P  ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt. 

Lassen  wir  die  Ebene  xy  die  Fläche  f  \n  P  berühren  und 

5gen    wir  durch  P  die  x-Axe,  so  verschwinden  -^  und  -T-,und 

Bmzufolge  auch  F'.  Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  in  die 
Igen  de  über: 

*  dx      dx^       dxdy  dx  ■  dy^  \dxj 

lese  Gleichung  entspricht«  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  der 
[eichung  B")  m  2.;  wie  dort /*—/*,  so  bezeichnet  hier  f  die  ho- 
ogene  Function  des  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen. 

4.  Wenn,  was  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ienten  in  6=0  und  «'=0  sämmtlich  verschwinden,  so  sind  beide 
lachen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  gehen  durch  den  Punkt 

Dehnen  wir  hier  das  in  der  vorigen  Nummer  för /^  beobach- 
te Verfahren  auch  auf  f  aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
\t  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchschnitts-Curve  zu 
Igenden  zwei  Gleichungen: 

pV'*+  V'\Z'-l'-m'%l-X'-¥'^==0. 
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AuMidem  hatman  Fs  P,  oo  daM  «ich  F  nd  F^  «IWpirai  Im- 
seil  und  dadurch  ^e  ddchmig  resnitiit»  die  fai  Biapg  jut  ^  i 

vom  vierteo  Gerade  lat  Der  aingidire  Punkt  hl  Uenadi  «b 
vierfacher,  uod  die  DurchachnittB-  (%rve  besteht  am  vier  Oeradii^ 
£e  sich  in  demselben  Punl^te  b^^gnen,  efai  Resultat.  wsMes 
leicht  a  priori  hätte  gewoonen  werden  kdnnen*  Ton  jenen  de- ' 
raden  können  je  zwei  zusammenfallen,  seirle  ein  oder  beide 
Paare  imaginär  werden. 

6.  In  dem  Vorbeigehenden  haben  wir  daigethan, .  dass  es 
fibr  die  Durchschnitts^Cnrven  zweier  Flächen  des  zweiten  Ckadei 
mit  einem  mehrfachen  Punkte  immer  ^e  konlsdie  Prejedioa 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  rieh 
jene  Cnrven  als  Kegelschnitte  konisch  proliciren  lassen.  Die  Sin- 
snlarität  des  projicirenden  Kegels  geht  darcn  den  singnUien  Ptakt» 
Sehen  wir  uns  andererseits  nach  einer  einfiichen  eyttndffiNhsn 
Projectionsart  um,  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  Aejenige  dwir 
deren  Axe  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Nonnale  der  Gorvt 
im  singulären  Punkte  zusammenfilllt,  und  deren  Pro)ectioiuhEbMi6 
die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes  enthält.  Ansscr 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Cnrve  in  jener  Bbemv 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  ay,  iSub  SoiMale  vß 
z-Axe»  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beldev  Mi 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 

F^aal^  +  by^  +  ci*  +  dxy  +exx  +fy2+gz 
und 

In  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  weder  F  noch  F^  dadurch,  das» 
g  oder  g'  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläche  zurfickzieht, 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  f&r  ik 
Projection  der  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene  ag  folgende 
neue : 

und 
K^(ft9-f%'9)  +  icg''-&g)i^+(f9'-f9>=^*  +  «*«  +  &=<>. 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durchschnitt  ier 
beiden  Flächen  O  und  a  betrachten.  An  die  Stelle  von  ^  tritt, 
wenn  c  oder  &  .verschwindet,  bezüglich  F  oder  F,  und  weno 
beide  Constanten  verschwinden,  irgend  eine  dieser  Flächen. 

Wenn  im  Besonderen  g  oder  ^,  z.  B.  das  letztere,  der  Null 
gleich  wird,  so  führen  wir  die  Fläche  K  nicht  ein,   sondern  he- 
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rtachte«  *"«  CuTte  als  Durchschnitt  dor  Flächen  0'aad  F".  V«r- 
schn-indet  aber  ausser  g'  auch  noch  c',  so  fuhren  wir  gar  keine 
neue  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich  g  und  g'  zumal,  so  führen  wir  nur  in 
dem  Falle  die  FISche  ^  ein ,  wenn  weder  c  noch  c'  verschwindet, 
und  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Uurchschnilt  von  0  und 
einer  der  beiden  Flachen  F  und  F'. 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  veTfahren,  so  klhinen 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Flgehen  *  und  K,  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

Wo  913  und  /-3  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  k  und 
9  aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Ms 
allf^e  nie  inster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten,  wo  k  ho- 
mogen ist,  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 
wo  A  fitmohl  als  auch  9  Constanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  deijenige  endlich  noch  ab,  in  welchem 
i^^ne  Conetante  enthält,    9  aber  homogen  ist. 

6.  Indem  wir  zuntichst  den  allgemeinen  Fall  unserer  Vetrach- 
tnng  unterziehen,  nehmen  wir  an,  dass  k  homogen  sei.  Wir  zer- 
legen cpa  in  die  Factoren  p  und  q  vom  ersten  Grade,  sowie  ia 
hl  die  Factoren  r  und  5,  und  setzen,  um  eine  homogene  Bezeichnung 
ta  erhalten,  ip^t  und  k^u;  die  Gleichungen  1.  und  II.  schrei- 
lien  steh  alsdann  wie  folgt: 


I 


I.  ■ 


=P7+fc=0,     IL   Ä=r*+«i»-fKi=0. 


Die  Gleichung  1.  stellt  eine  nicht  geschlossene  Fläche  des  xwei 
ten  Grades  dar,  welche  von  der  Ebene  xy  im  Anfangspunkte  der 
Coordinateo  berührt,  und  sieicbzeitig  in  den  beiden  Geraden 
p~0,  q=-0  geschnitten  wird.  Uie  x-Ase  ist  eine  Asymptolen- 
Uit^lung  dieser  Fläche,  da  iriese  von  jeder  mit  jener  Axe  paral- 
lelen Geraden  B«r  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge- 
legenen Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  die  i-Axe  und  die  Geraden;}  und  q  gelegten  Ebenen  in  zwei 
nit  der  x-Axe  parallelen  Geraden  geschnitten,  die  in  der  Ebene  t=0 
liegen.  Die  Gleichung  iL  gehurt  einer  Kegeißäcbe  an,  deren  Sin- 
gnlarität  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  und  die 
Ton  der  Ehene  3:1/  in  der  Geraden  r  und  j  geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen ,  welche  di*  i-Aie  ,  und  die  Geraden  r  und  t  aufnehmen, 
schneiden  jene  Kegeißäcbe  in  eiuem  Paar  anderer  Geraden  r'  und 
1',  die  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  uz-f  h=0  ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  xy  in  der  Geraden  w.  Die  Natur  derFIlicbe 
(PliefertunsdicÜnterscbeidung  vomlrci  F^tllen  :  es  künnen  hämfich  n 
auAq  beide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
imaginär  setu.  Wir  wolle»  diese  FäJle  einzeln  untersuchen.  Es  «:eien 
nun  erstlich  0  and  g  reell  und  ungleich.  Die  Fläche  CP  gebürt 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
und  gebt  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Faraboloid  oder  in 
rioen  Kegel  liber.  Das  Product  rs  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp*  +  yt/^  +  S/tq  bringen,  so  dass  sich  also  für  die  Gleichung  der 
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Projection  der  Durchschn'rfta-Gorw.aAf  iH*  EheBtiffjr 
ergibt:  I     ,  .    .(   i,„     i,    I  .   -..■■■   T-..|.,    1 


f^o  dftfiM  ^ich  (är  C.   auch  schreiben  lässt: 

Diese  Gleichung  hat  die  allgemeine  Form  derjenigen  einer  Curre 
dea  vierten  Grades  mit  drei  Doppelpunkten.  Di^se  liegen  in  äen 
Purcbschnitten  der  drei  Geraden  v,  g  un<{  t;  denn  för  f^OcB. 
wird  die  GlelchunE;  durch  p^^ü  und  ^'  =  0  befriedigt,  so  dms 
also  t  ia  seinem  Durchschnitte  mit  p  und  mit  q  je  znei  Punlite 
biit  der  Curve  gemein  bat,  ohne  sie  Jedoch  zu  beriibreii,  da  auch 
p  und  g  in  denselben  Punkten  dJe  Curve  zweimal  si-hneiden.  Ef 
Verrücken  diese  Doppelpunkte  der  Projettion  Ihre  Lage  qiclit,  st 
lange  <P  dieselbe  Fläche  bleibt  und  nie  auch  die  Keselfläcbe  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sich  ändern  müge.  —  Wir  trflllen 
sehen,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  Fl&cb* 
d)  und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  t  die  allgemeine  Funclion 
(les  ersten  Grades  darstellt  und  son'olil  p  als  auch  g  enthnlt,  tu 
lat  0  ein  hyperbolisches  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  pro- 
jection ausser  dem  Punkte  (/>,  yj  noch  wvei  in  endÜciier  Euirer- 
nung  gelegene  Doppelpunkte.  \  erschtvindet  in  (der  Coeflicient 
einer  der  beiden  Variauelu ,  so  d«ss  hIco  die  Gerade  /  einer  iler 
Geraden  p  und  g  parallel  liiuft,  so  acUt  0  in  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  über,  und  die  Corfe  behält  ausser  dem  Funkt  (p,  g) 
nur  mehr  einen  in  endlicher  Entfernung  eelegenen  Doppelpuiilct. 
Dtidurcb  dass  der  dritte  Doppelpunkt,  Mek-her  (p,  i)  sei,  lii  *IbB 
LrMndliL'be  nickt,  erbngt  die  Curve  zwei  Asymptoten,  die  den 
Geraden  p  und  t  parallel  sind.  —  Die  Äse  des  elieu  ernjilrateik 
Paraboloides  ßllt  mit  der  Normalen  des  sioguläreB  Punktes  Pwa- 
sammen,  sobald  sich  t  auf  eine  Conetante  zurflckiiefat.  In  Folge 
dessen  rßcken  die  Doppelpunkte  (p,  t)  und  (y,  t)  unendlich  wm 
H'eg,  und  die  Projectiou  behält  nur  den  einzigen  Üoppelpunhl 
(p,  g),  während  gleichseitig  ihre  Gleichung  lo  die  folgendü 
übergebt:  '  >^' 

pyiw'pff— »'9— i'pl  +ß-p'+Y'g^  +  6'pg=:Q.  < 

Wir  ersehen  aus  ihrer  Form,    dass  die  beiden  Geraden  p  und  g 

und  ein  zweites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p j-,     g — -j  all 

Asymptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Grund-Curra  der  lebte- 
ren  besteht  aus  zwei  durch  den  singulären  Punkt  gehenden  Ge- 
raden. —  Wenn  endlich  t  in  die  homogene  Function  des  ersten 
Grades  iil>ergebt,  so  artet  0  in  eine  Kegeliläche  ans.  In  derGlefr- 
cbun^  der  Projection  erscheinen  dann  nm  Glieder  von  vi«r  IM- 
luensionen,  sie  gehilrt  also  vier  geraden  Linien  an,  die  sich  ba 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  begegnen. 
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Die  Glrichung  C.  hürt  auf  einer  eigentlichen  Curve  des  \ 
len  Grades  anzugehijren ,  tvenn  k  in  zwei  sich  schneidende  £be> 
Den  überseht.  In  diesem  Falle  nämlich  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleidiung  II.  in  7.wei  Facloren  des  ersten  Grades  und  folg- 
lich auch  die  dec  Gleichung  C.  in  a"ei  Factoren  des  zweiten  Gra- 
des zerlegen,  so  dass  diese  letztere  Gteichuti^  zivei  Kegelschnitte 
[reelle  oder  imaginäre)  darstellt,  die  den  Punkt  P  gemein  haben. 
—  Eine  besondere  Lage  der  Kegelflilehe  K  bedingt  eine  Reductlon 
des  Grades  der  Gleichung  C.  Fällt  nämlich  die  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegels  zusammen,  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II.  der  CoelGcient  a,  und  anstatt  der  GleichuDg  C 
erhalten  wir  die  folgende: 

und  diese  stellt  eine  Curve  des  dritten  Grades  dar,  fiir  die  der 
Wobt  (p,  9)  ein  Doppelpunkf  ist.  Geht  die  KegelflSehe  in  die- 
ser Hirer  Lage  in  zwei  Ebenen  über,  so  zerfällt  die  Curve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  Punkt  (p,  y)  gemein  hat.  Wir  Überheben  uns  der 
tveitnen  Siiectücation  der  möglichen  Fhlle,  um  zur  fietraebhing 
der  Natur  der  Doppel  punkte  überEUgeben.  Die  Tiingenten  des 
Doppelpunktes  {p,  tfi  werden  repräsentirf  durch  Gleichmigen  von 
der  Form: 

^-|-Ajy  =  0,     f>  1-^29  =  0 

und  die  Wertbe  von  ^  und  A^  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichnng: 

1)  |3A''— fli  +  y=0. 

Aas  den  Coefficienten  dieser  Gleichun"  ersehen  wir,  dass  die 
Tangenten  mit  den  beiden  Geraden  r  und  j,  in  welchen  der  Keget 
K  von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  zusammenfallen.  Jenacb- 
ivm  S* — iPf  positiv  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.h. 
jenachdem  K  von  der  Eben*  xy  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Geraden  oder  nur  in  einem  Punkte, 
dem  Durchschnitte  zweier  imaginärer  Kegelaetten,  geschnitten  wird, 
ist  P  ein  eigentlicher  Doppehtunkt ,  eine  Spitze  oder  ein  Jsolirtei 
Pnnfct.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle,  wo  der  Kegel 
in  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Derührungspunkt  zweier  reeller  oder 
imaginärer  Curvenzweige. 

Die    Tangenten    der    beiden    auf    t    gelegenen   Doppelpunkte 
haben  Gleichungen    von  der  Forin: 

Di«  Wertlie  VCD  fii,  fis  etc.  bestimmen  sich  durch  die  quadratl- 
l^^u  Glmhungen: 


I 
I 


Cm    die    Ahhätioi^keit   «ler  Natur   dieser  Dnppoljmnkte  v<m  den 
Fläclicn  O   und  K  kennen  zu  lernen,    brmpen  wir  den  Ausdrn^ 


SO  dasa  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  (•teichuDg  dci  Krgelfläcbe 
Sbergeht  in; 


1  +  (^19=0  sind  lii( 


ich  die  Projectionen  der  beiden 


Geradeo,  in  welch« 
suf  eine  durch  x  und  r/  <;ele^te  Ebene.  Wir  folgern  hiemus,  das« 
der  Punkt  (p,  I)  ein  eigeiilluher  Doppelpnnkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isolirler  Punkt  ist,  jenachdera  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p  gelegte  Ebene  mit  der  KegelOäche  K  iwü 
leelle  sieb  schneidende  oder  zusammen Ta II ende  oder  zwei  imara- 
näre  Gerade  gemein  hat.  Ganz  Gleicblaufendes  ^ilt  für  denPaiilit 
(q,  t).     Von  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.     Für  einen 

Jeden  Punkt  der  Pnvjection  mit  Aninahme  der  zuletzt  betracht»- 
en  Doppelpunkte  lietert  die  Gleichung  I.  einen  bestimmten  Werth 
Ton  :,  so  dass  es  nur  für  diese  Punkte  unentschieden  bleibe  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durcbscbnitts-Curve  entspreche.  Es 
rflhrt  dies  von  dem  Umstände  her,  dass  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  aus  I.  gewonnenen  Wertheei  von  :  in  die 
Gleichung  II.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C  mit 
dem  Factor  t  multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Kegel  £ 
von  der  Ebene  u=:0  in  zwei  reellen  Geraden  gesi'hnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (p=0,  t=0)  die  hegeinäche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projection  in  den  Doppelpunkt  ip,i)  fallt 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Uurchschoitte  diV 
Geraden  (p=0,  t=0)  und  des  Kegels  Ä,  während  jedoch  ibrt 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  (;;,  {)  lallen.  Nur,  >TeBD,iin 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfallt,  uiU 
deren  reelle  Dnrchscbnitfslinie  die  £erade  (p=0,  t^O)  trifft, 
entspricht  dem  iaolirten  Punkte  (p,  i)  ein  reeller  Punkt  der  Durcth 
Schnitts  -  Cur ve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist.  Besteht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  FIncben  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven,  so  entsiiricbt  eilten) 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential-Ebene  d«fl 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Cune.  —  Das  FMtvOh 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Corvo 

^  =  f  und  ^=f  'St,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tl* 
genten  jener  Punkte  zu  conslruiren. —  Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Flüche  <P  ein  hyperbolisches  Paraliuloid  ist,  die  Fun- 
ction (  dadurch,  dass  man  die  t-Axe  mit  der  Aie  des  Par^oloi- 
des  zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pto- 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Carrt 
C.  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
\p,  tf)  als  solcher  zurück. 


'  7.  Weun,  ivas  den  zweiten  der  : 
NnmineF  aufgezählten  FSHe  ausmacht,  die 
p  zusammenfallt,  so  stellt  die  Uleichung  I.  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  ()>,  t)  geht,  uud 
der  von  der  Kbene  t=0  und  der  Ebene  xtf  in  znei  zusammen- 
(ällenden  Geraden,  und  zwar  von  der  erstereii  in  solchen,  die  der 
i'Axe  parallel  sind,    von   der  zneiten    In   den   zusammenfallenden 


Geraden  n  nnd  9  geschnitten  nird.  Die  Glcichungiri  der  Flädien 
<P  und  K  lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  xr/ 
durch  P  gehenden  Geraden  er  umformen  in: 

nofkiiä  sich  fUr  die  Prujection  der  Uurchschnitta-Curve  folgende 
Gleichung  ergibt: 

/*       '  C.        ap*  +  ßp^P+yo^t'i^p^ut=0. 

loidein  allgemeinen  Falle,  d.  i,  wenn  t  sn>vobl  als  auch  p  und  o 
ehie  Conslante  anfneist,  und  sonach  <f  einen  Kegel  darstellt,  ge- 
bort  die  Gleichung  C.  einer  Curve  des  vierten  Grades  mit  zwei 
Singularitäten  an,  von  denen  die  eine  In  dem  DoppelpuiiLte  (p,o), 
die  andere  darin  beklebt,  dass  siLh  zwei  Curvenzweigo  in  dem 
Punkte  (p=^0,  ^^0)  berühren;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falte  2UU1  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  l  beDndlichen  zusammen.  Die  Tangentendes  ersteren 
Pkmktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
väi  «ler  Ebene  .ry  zusammen,  wie  in  den  Fällen  der  vorhergehen- 
iIhI'  Nummer:  die  gemeinsame  Tangente  der  sich  langirenden 
Cwvenaweige  ist  die  Gerade  t.  —  Gent  die  letztere  Gerade  durch 
d*n  Punkt  P,  so  treffen  sich  die  Singulatitfiteo  der  beidni  Kegel- 
flichen,  da  siih  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  C  in 
vier  Fftctoreu  des  ersten  Grades  zerlegen  läset  und  die  Projetlion 
vi»  die[,DiiTchschnitts-('nrve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergehl. 
-~  JUe  Flüche  ^  geht  in  einen  hyperbolischen  Cylinder  liher; 
wem  die  Gerade  f  der  Geraden  p  parallel  wird.  Die  Axe  dieses 
G^nders  läuft  mit  t  und  p  parallel,  und  die  Gleichungen  seiacr. 
asymptotisch (^n  Kbcncn  sind,  wenn  i^7tp-\-t)  ist, 

l^n/j  ]-  ij^^O  und  rap +7t*i  —  7;  =  0. 

Dadurch,  dass  der  Berührungspunkt  ip,  t)  zweier  Aeate  auf  ( 
nnendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Linie  zwei  Asym|)toten  der 
Curve,    oder,    was  dasselbe  besagt,    es    wird  t   eine  vieri>unktig 

I  osculirende  Asymptote  der  Curve,  —  Die  FläcHe  O  kann  endlich 
in  einen  parabolischen  Cylinder  ausarten,  was  eintritt,  sobald  sich 

'  ( arfr  «iirte  Coristanle  zurflckzieht.     Die  Gleichung   (abringen  ivir 

I  Aifiiraiit  die  Fnrm 

and  ersehen  an«  ihr,  Haas  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
lusammenfallen,  vtäbrend  die  beiden  ändernden  singulären  Punkt 
■  ihimhmitrfln      Die  Grund-.Curve    besteht  in    dem  DurchacbuUe.dcr. 


I 
I 


iflincn^eHier 


Ebene  xy  und  des   Ke^cU  iL  —  Hau  den  unmittelbar«!!  Einüuss 
des  Kegels  iC  aufdie  Gestult  dei Ptoiection  betrifft,  ao  tritt,  m 
tt  TerscDwiiidel,  an  die  iStelle  der  bleichung  6".  die  fol^eods; 


D-, 


ppH^foH~p'^u=Q. 


äie  gehört  einer  Curve  des  dritten  Grades  an,  die  in  (;)=0,  o=0) 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  nnd  von  der  Geraden  i  in  deren  Durch- 
schnitt mit  p  berührt  wird.  —  Geht  der  Kegel  S.  in  znei  Ebenes 
fiber,  sü  besteht  die  Projection  aujs  zwei  Kegeleehnitten,  iti««icb 
im  Allgemeinen  im  Punlite  P  schneiden,  tväbrend  sie  in  dem 
Punkte  (;».  0  '^o"  der  Geraden  t  gteiebzeitig  beFÜhrt  werdeo.  — 
Für  eine  specieltere  Unterscheidung  der  hier  müglichen  Ktile  Ist 
tn  den  obigen  Bemerkungen  eine  Ueberblick  gewährende  On^- 
lage  gegeben, 

8.  Die  Betrachtungen  und  Enttv  ick  langen  der  sechsten  Nnm- 
mer  fiberlrasen  sich  leicht  anC  die  dritte  Art  der  Curven,  irelcbe 
den  Vonvurt  dieser  Abhandlung  ausmachen,  auf  diejenigen  nKm- 
lieh,  Kelche  «ich  durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Geraden 
f  und  q,  die  in  der  Gleichung  I.  in  Evidenz  treten,  imuginnr  wer- 
den, eusammen reihen.  Die  Fläche  0  ist  alsdann  im  AlTeenieiBeD 
ein  eUi|itiscb»B  Uyperbolnid.  Dasselbe  nird  von  der  Ebene  isy 
Im  Cniikte  P  berührt,  und  mit  einer  Seite  seines  Asymptoten- 
Kegels  lauft  die  t-Aie  ftarnllel.  Die  Gleichung  der  Projection 
lässt  sich  wiederum  auf  die  Form  C  bringen,  tind  ivir  ersehet) 
aus  ihr.  daas  von  den  drei  Doppelpunkten,  tvelche  jener  im  All- 
gemeinen  sukommm,  hier  Ditr  emor,  nSmüch  P,  reell  nird,  wäh- 
rend die  beiden  anderen,  aU  die  Durchschnitte  der  reellen  Gera- 
den  {    und   der    imaginären   Geraden  p   nnd  ^    imaginSr   werden. 

-Die  NKtvT  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  in  6. 
erkannt.  Die  Flüche  d)  kann  nun  erstlich  in  einen  Kegel  ausar- 
ten —  nn  leicht  zu  discutirender  Fall  —  ferner  auch  In  ein  ellip- 
tischea  Parabolnid,  wenn  nänilieh  t  keine  der  Variabein  entbält. 
Wenn  letzteres  eintritt,  ao  rucken  die  beiden  imagiaSren    Doppet- 

Sardcte  ins  Unendliche.  Sämmtliche  Asymptoten  der  Curre  irer- 
en  imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Asymptoten -Punkt 
durch  die  Gleichungen 

p=0.    v=0 

und  der  ziielte  durch   solche  von  der  Fam 

Da  die  Modißcationen  der  Projectiun,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
Snderung  des  Kegels  £  in  Gestalt  und  Lage  sind,  leicht  Über- 
sehen werden  künnen,  und  überdies  in  den  Itel  räch  tun  gen  dec 
sechsten  Nummer  ihr  Analogan  finden,  so  überheben  wir  uns  ihrer 
Angabc. 

9.  Es   eriibrijit   i 


QtO 


homogeoe,  k  eine  nicht  homogene  Function  des  ersten  Grades 
darstellt  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C  an,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  jetzt  t  homogen, 
ti  aber  als  mit  einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.  JDie 
Gleichung  C  stellt  dann  ersicht^ch  eine  Curve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P  einen  dreifai&n  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dop- 
pelpunkte des  allgemeinen   Falles   sind    in  einen  einzigen  PunKt 

*l^ll^:Or»i^'virdvt9   MniJbi.  ;*ieifecfet9.;Fi«kte 


von  den  Geraden  p\  g  und  t  berührt.    lA^as   die  Bedeutung  der 

^w(hm^fn,j.yiuadjl.  Mrif t;,  «0  stellte  0:  einen  KiegeL  4sff>;46i(^ 

Ben  eineApotheme  ihil  der  Normale  i|iki?«<  mit  der  x-Axe»  coinci- 
dirt  Die  Gleichung  11.  aber  kann  irgend  einer  Fläche  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  aamges^blossen,  angehören.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  .das&  wofern  IU§^sdiejm  .Obigen  immer 
beibehaltene!  -^ii^M5feMinete-Thn)jectf6n^^  will,  die 

Durchschnitts^Cvrfe  ^m^eier  Fliehen  dea.  twettejj  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  AJIgemeinen  immer  so  projicirt  werden  kann« 
dass  die  Projection  emen  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projectiohs-Ebene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Durcfascfanitts-Curve  aulnehmenden  Kegels  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  mir  als  Projections-Richtung  die 
einer  Geraden  zu  wählen,  welche  den  Doppelpubkt  mit  irgend 
^e|n,^wdeiMi!lign|^  der  Purcbschnitts^urve  verbindet. :  ;.* 


I      I 


^•t 
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J    ')l.t!.M  i  .y.   J-^  :    •)'■       i 


1   f  .-: 


'    ■    ■-    I     '  '.    j    ■     I  • 


..•:.i  ■'■.  ,.;r.    ...•:•;';»'«/    ■*!?    .it^i.' 


tw 


■I  .     .        ■     .   I    r  i  i    !       i   ■■■■       '     ■•/!         .'I'it'    ■■'• 

,      ,  i      :    .  •         ''>.."■■  1 1     »  I ; ' . 

1  ■  -  1    "       ■ 


•  .      I 


nSinlire  SftlEe  ans  der  SBahleiilelive. 

(FM  BMh  deD  Annales  de  Math^maCiquee  ^on  TetWa'eiiL 

Septenbre  1849.)         mj:    . .rNT,  :»> 

•  Va«  den  ■'»'     •  "»     > 

.  ,  ■  '.■■.. 

Herrn  Plrofessor  Dr.  J,  l>iQ0gBi.j.,|;/!.  ^'i 

nn  der  felytetthnieehen  Schule  cii  Gavrsl^iiir#;'''  ^  ■-    "  '^j 

■•  ii,-',      .1.     ■■1*      "-     ." 

■  .    ,    ■      ■■■'  ■     ..•:!■     :I    :•  !i 

'. ■.    ,  ,.■         .. '  i;     ■•-  ■■  i.'t.i  j-.n  r  i'.i 

9*   1»  ■■•»'..     i  IM-  .!■:  -jf!  ■ 

■    .  ;;  -Ir;  .'1.  ■     1"mi:-> 

Wie   viel' Ziffern  sind   In   der  Reihe  der  2Salileil<¥M>l  Hl 

Von  10"  bis  lOM-i— 1    sind    offenbar    10"+i-10"s:9.10"  ml 
n-f-l  Ziffern«  also  im  Ganzen 

9(ii+l).10»=9n.lO»+9.IO«. 
Ple  verlangte  Summe  ist  also 

ZCQn.lO^  +  aiO»), 

0 
n 

WO     S  bedeutet»  dass  man  n  alle  Werthe  von  0  bis  n  beilegen  soll« 

o 

Nach  den   in  Theil  VlI.  Abhandlung  XLVII,  niedergelegten 
Grundsätzen  erhält  man : 

»Uo  ffir  r=n,  lO^ar: 

0  ^ 

welches  die  verlangte  Anzahl  ist. 


tsi 

Man  soll  liä  MiuJii-didr  ZHItoi  4itide4^4|le  In  der  Reihe  der 
ibien  von  1  bis  i\  eitfhaltifctf  sine«  .' 

Sei    W^i0«+»  und   <10»+«,   also  =  lOH^^^-A;; .  Vdoil  bis 

K»— 1  siod  ($40  (wf  t);iO!*y;^ -r        g        Ziffern;  Qun  find, noch 

il  Zahieo  von  i(ht)^^l  hifli  i^'/jiBde  von  ii+2  ZiSero;   dmn^ 
ich  hat  man  im  Ganzen  .  l   i 


10«+*— 1 


?       ^       * 

ifem.    Es  verstellt  sich  von  jselbst/  dass  k  auch  Null  sein  darf. 

I  |lan,|fchre^  <ai^:^!^Ti,  jfpn  l  ao.^  i^  eme I4111J9  i^a  i^^ 
ichJuito.  eifiß  ,1^1^  dw^wid/^r^i;  iifpfche  Zf^:ist  ,an  ejp^  jg^ 
1«m  SWü^.i^on  c^ts.^erig^ecljii^t;,.  v  •:» 


1  ■  •  t 


imnit  iPiese.^i{ifer  gji^hort  m  ^infjjj  jrowij^ijen.Zahl,  die  wap^fsV 
ril  aufzusuchen  hat,.nndJd|i^.f,o^:befl|9J^i^ffi»ii  ist,;  daijs.^etj^j^^iu 
er  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr  ^\  die  von.  ihr  zugehörig^en'mltge- 
M:hnet»^l840l^behrägt^'^Seh^n  wir  leerst;- ob  sla  unter  den  Zah- 


»  10"+i.-4.«äAalten  ist'  >Dte  Stäniß  i' 


(iH-D-lOH-»— ?2!j?^  peBt 'Äir  n=l:  189, 


:i 


«e^lTahl  lii;^'  atio  zWhen  9d  und  99^'r  fn^'^^H^uiliiJie  (f  i. 
las  rfM<i#Stl  sein,  und' A  sa>  das«' - '   -'"''•    '--.'>-:^-    * 


) 


.  i  ■  •  ■  "  ■- 


h.         ,  (Ä+1)3,=:1660,  Jfe=/^=552^;  "   . 

Nvuch  iat  in ,$.  2.  jy=10s-f  552  ==  662.      Mein  ^r=m..  also 


10>^1 


2.10« — ^^^ + (563)  3=*1648  ^ 

m:  «e  X^dsl^,  ist<  also  die  iftrste  Ziffer  Vecnts  der  folgenden 
rdnh.'der"Zahrti53;'  die  ]B«»ste  Ziffer  ist  also  3.    {\u  den 
AoMfleslMlMeriw^DieVUnhestiitfMfli^t^   \    t     .*«.: 


I>4- 

Bbm  betnchto  die  IMbe,  deMn 


iC-^^m^^^^l'-: 


Vi 
vnd  dei«D  Glieder  nun  findet,  fr«Bn  nun  Uer  iis=l.  9*  3^—  Mti 

" '    Nub"'d'en''ln  theU  TR  8.  4k''UUidnl^'''ie&»dUi( 

iMd^  ot^iaMd  dioM  dU  Keihk  m  iitiuU'am'    '''-i:-^  <  I 

i+X  .1-.'  J^.:   Uli  r;,....  «mI   J-.. 

etfailt,  ireDn  map  dwi«  i;r^l  selxtL  ZugMili  fn|ft|.Tilniiiii.  du 
dreA  auf  einander  rolgende  Glieder  dieeo-  R^be  nick  fblgead 
^ddinng,  Ij^stimnit  werden:  ^  .  ., 

*M*=*Ht+«» 0)    ' 

I»e  Dlchste  Frs 


ibe  (1)  die  nlmKcbe  Ananbl;ZifiBiB  bnbel     , 
Wir  wollen  die  Rdbe  «btbeil«  iu,GrHpp«i,  sp  denn  dieZil 
dbt  «MM  «ftalp«  pH  l7aM  ,dM  «vrieitatt  il#.9V^riHlrit(e 
:  9'ti.'4:'f/«iflM  f^iMätfeb««  #txdMK' IMHl^HI^ 
ft)te  Gruppe  und  nehmen  von  \WV^  ihw  rtrti  dtlJM  OMH 
seien  10"+ /fi,  i.lO^  +  Aj.  wo  ..Ji  und 

lO",  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  e«te  aUi^ 

links  1,  die  zvveitc  als  solche  Ziffet  1,  '^  WlU 

Gesetze  (2)  die  lönf  folgenden  Zfebleti  säd:,;   ;.    ^  ^^      _^  „.„  ,^, 

3J0"f^,+.-(a,  5.10~+J,+2iti'8.1()i^■a,Ai43iiA^' 
l3.10"■+3A  +5Ja.2inO»+Wi-fS4i-  I  '     li  .i" 

wenn 

....  4,^+^<W-i■^:        ,., 

oder  i    -  -•    ].:■  ■■■!...i|  ■■. 

4.10-+J»i,  «.»0-+JSi+J„  l(H+H-2B,+^,  16.IO--f30,+24 
wenn  J|  +^^^11^,  w«  daqn  j?i<10".  ,  Daraqs  fol^  ^a^diei 

Grappe  höchstens  (Bnf,  mindeeleM  tbci  riec  GiiedflC<  b«fa^  .  ITijl 
Glieder  wird  diese  Gmppe  haben,  wenn  A,  -\-  ^  ^iO"  m 
2^,-|-3^<2.10",.in  welcbemFallfe  Jas  erate^lied  der  folgende 
Gruppe  mit  t,  AtA  zweite  «ift  2  anISngt.  T^re  aber  zugleit 
2^1  -f  3^(^10-,  so  Utte  die  Gruppe  bloss  vier  Glieder,    di 

erste  Glied  der  folgende«  Gruppe  finge  jedenfalls   mit  ] ,  und  di 
nilehste  gleicbfalU  mit  1  an.     Man  hätte  n&rolich,  wenn 
iU,  +  3^'<3.lO-,  auöh  3^1  +44,s;3.i0«'.I!fil»'i&^l[ffl 
_  3J,  +  S^  <  4:10- 1 54  +  8/t  <6.räi 

^a.10    ,  •::.       .   '■    '''-'"      ....  .. 

'^' +*'*•  <3.10,  *ucb  3^ +44  <  4.10- 15^,  f7^,<7J0- 

■;,;{:";,.■■','■■:::;'■.       •    ;^ii.4'Ma-<;B,ro--l5'^'.^_f^,;<:aT|jj 

tat  aber  4  +  -^^^^  »  l-t  fl^  <IO"Wi'idi»finiK>«)il^ 


vier   Glieder,      Das    erste  Gtied  der  folgeDden'Gruppe   faoet, 
SB|-f^,  <l[H»f',  iKit  I,  das  zweit*  btton  mit  1  oder  2  anfangi 
Ist  i4i+3At<.2.lQ",  also  3^^-f5^a<110«,      n  ,  ,,  ,„1 

.6  Ist  .  .l.^.j  .»L 


21,10"  +  5/1,  +  8A2  =  2,10-"+  >  +  C\ 


3^+^ay«ilO",  90  isl8.10-+2^i+3^.=:lfr"f»+Z>t.ßi<il<bll 


l3.10''+3^i+5J2<2.10"+'; 


JRt 


'i'l+i^aC'**'"'  **  '^  **l  +  ■^2■*^'**"^*■ 
aß, +2.4a<5.10'". 
Aus    Allen  folgt,  d&GS  wenvi  die   ztvei  ersten   Gfieder  «iner 
Gruppe  durch 

10™  + J„  2.1U"'  +  .4a.  Ji<10m,  JB<tO", 

i\e»»  Gnippe  entweder  vier  oder  fünf 

tei  ersten  der  folgenden  Gruppe  durch 

10"-+'+«,.  2.10'"+i  +  Ä„ßi<10™n  jB2<10'"+i 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  ß,  negativ  sein  kann.   Wäre  oben 

ilg  d^ativ  geiFeaen,  so  hÄtlen  offenbar  alle  Schlüsse  um  so  mehr 

Statt      In    diesem    Falle    hätte  die  Gruppe    sogar   fünr  Glieder. 

erste  Gruppe  (m=rO),  1,  2,  3,  5,  8  ist,  also  ihre  zwei 

!■  Glieder  der  Bedingung 

10™  +  ^i,  2.10"+Ja.  ■^i<10'".  42<10» 

o  genfigen  in  allen    Gruppen  die  zivei   ersten  Glieder 

.    Bedingung,  wobei   bemerkt  werden  rauss,  dass  oft  A^  ne- 

^sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1  anfangen 

solche  Grnppebat  dann  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh- 

,^^  andere  mindestens  vier,  höchstens  fünf  hat     (Der  ße-^ 

I  10  den  Annales  ist  gaaa  ungenügend.)  ,.;  ^,;^ 

5.  6.  ..y.... 

Eil)&  weitere  Frage  in  Bezug  auf  die  Reihe  (t)  wSre  die,  wenn 

«■  ^l.ied  der  Rdhe  gegeben  wäre ,  zu  finden,  das  wievielteessei? 

Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst   der  Form   des 

^^mtinen  Gliedes  lösen.     Allein  man   kann  auf^b  anders  verTah-l 

I  WR'"  E»  habe  die  gegebene  Zahl  p  Ziffern,    so  gehört  sie  in  die 

I^PPC  (S-  '*-)'     Hätte  jede  Gruppe  fi'inf  Glieder,  so  wäre  das 

ttii  Gtied  *ine9  derer  vom  (5p-4)ten  bis  znm  5pten;  hätte 

>pe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied    eines  dereir 

__  _     -ö)ten  his  zum  Spten.     Da  es  aber,  wie  man  sich  leicht 

neugen  wird,  mindeaiens  drrfGtuppen  von  fSnf  Glle'dem  giebt,' 

so  sieht  nun    leicht,    daxs   das   gegebene    Glied    mindestens   das 

4pte,  hiichstens  das  Ü/^le  ist.     Setzt  man  also  in 
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für  n  alle  gaiteta  Zahlen  «en  4p  'bis  Sji?,  so  #lrd  ohiinal  der  Werth 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n  finden. 

6,  6. 
Da 

und  auch 

so  folgt  hieraus«  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeJnsGhaftlich  haben  kunneri» '  der  grOsset  als  1  ist«  da, 
wie  man  aus  vorotehendeo  Gleichungen  ersehen  kann»  sonst  sämmt- 
liche  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  t,  % 
3  keinen  solchen  Faktor  haben»  so  ist  diess  unmuelich.  (Die  Anna- 
ies  behaupten /  alle  Glieder  seien  zu  einander  theiletfremd«  ww 
falsch  ist.) 

Macht  man  die  gleiche  Rechnung,  als  wenn  man  den  srüssten 
gemeinscbs^tKchen  Theiler  zwischen  zwei  auf  elpa#d0r  f^u^opden 
Gliedern  suchen  wollte»  so  werden  die  nach  einander  zum  YorsiÄem 
kommenden  Kegte  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein»  d.  h.  die  Anzahl  der  nOthigen  Divisionen»  bis  der  Rest  0 
ersQheiot»>  wird  angegeben  dqrch  den  Rang  des  geringmen  GUedct. 
Nimmt  ^an  also  z.  6.  dasilQte  und  20&teGliea>  so  sind  19  Divi- 
sionen nöchig.  ,  . 
■  .'  ■    -                              ,  ■    ■  ■ 

§.7.     . 

■  ■  ■  .•■.■■  .  ■.        .  .    .   ' 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  Mgenden  Glie- 
derti  der  Reihe  enifchalten»  so  kann  keine  das  Doppelte»  Öder  mehr  alf 
das  Doppelte  .der  anderen  sein.  .  Denn  an^%  selbst  Ist:  .<2sbi-|'i. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zahlen  kleiner,,  als  das 
Glied  der  Reih#»  das  den^genannten  zwei  vorangeht  ,<  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  Zwischen  dni'i  und  an-1-2  enthalteh»  so  ist  ihr  Un- 
terschied (kleiner  als  aii-f  2 ^  4Zn-f  1 »  d.  h.  kleiner  als-an.«-     -  < 

■  ■  -*    ,K      ■ ■■  •  ....     :'..■:■  •  .1.  .?;'.■;■■*  ?      •»    ■■' 

'•■■■■■:    I  :J  .:.:     !       .^.    8*-.      ■  '     ■         .:   -T.!     II'.'-  '   .» 

Sucht    m^in    den  gr<1si|(teii  gemeinschaftlichen  Theilc^^ 
Zahlen»  so  hat  man  nicht  ihiehr  l)ivislonen  zu  'macfaöA'»'  als  durch 
die  fünffache  Zifferanzahl  der' kleineren  Zahl  angegeben  ist»  bis 
man  den  Uest  0  erhält. 

Sei  P  die  kleinere  Zahl»  R  der  erste  Rest  und   sei  P  zwi- 

sehen  ün  und  <i«-|i;  wennTTr"2,  so  ist  Ä<«n(§.  7.);  Ist  #><3>  so 

kann  JS?  zwischen  an  und  a»fi  sein  ($.  7*)^  abier  alsdäjin  ist  det 
folgende  Rest  P— Ä  <  a«.^  ($.  7.)  ;  daraus  folgt,  dass  man  niQbt. 
menr  male  zu  dividiren  habe.»  als  wenn  es  sich  um  die  Zaiilen  o« 
und  ßn^i  bandelt»  d.  b-  nicht  mehr  als  »mal  (§.  6.).  ..  Ual'a«!  noa' 
p  Ziffercu  so  ist  n  nicht  grüsser  aU  5jp  (§.5.)»  also  hati^A^niolit 
mehr  als  5p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Ziffern,,  vpq^iJP 
nifiht  kleiAQr^al's  p  ist»  so  ist  damit  der  l^atz.  bewiesen.       ' 
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iteber  den  Znsammeiilianfp  etnlgrer  das 
TetraSder  betreffenden  Aufgraben. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzei^, 

Oberlehrer  an  der  KreuMchule  zu  Dreadem 


Üie  GleicbuDg  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel«  welche  von 
vier  beliebigen  Richtungen  im  Räume  gebildet  werden«  ist  bekannt 
und  rührt«  wie  es  scheint«  von  Sturm  her«  welcher  im  XV. Bande 
S.  330  ff.  von  Gereon ne*s  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  Projectionen  entwickelt.  Bezeichnet  man  die 
vier  Richtungen  mit  0? «  y,  z«  r«  und  den  Winkel«  um  welchen  die 
Richtung  0?  In  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss«  bis  sie 
mit  der  Richtung  y  (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammen- 
(älitf  mit  Xf^  u.  a,  w.«  so  ist 

sin*^2Cos*j»*  -f  sia^zxcos^  +  sin^^^cos^zr 
— 2(cosary — cos^zcosza7)cos  jTcos^r— 2(cosy  z— cosia:cosiry)cosyrcosi?' 

— 2(cosz:r—  cosxycosyz)  coszrcosorr 
=1 — cos*a;y — cos^^z — cos^za:  +  2cosa:ycos^zcoszir .         (A) 

Die  Bedeutung    dieser  Gleichung  für  das  Tetraeder  soll   im  Fol' 
gcnden  nachgewiesen  werden.    Uas  Tetraeder  sei  OFGH» 

OF=±f,  OG=ff,  OHz=,h 

und  die  gegenüberliegenden  Kanten 

GH^a,  HF:=^h,  FG^c. 
Theii  UM.  » 


IM 


I. 

OF»  OG,    OH  haben  die  Ricbtnng  x,  y,  %»   der  Dvrch- 

roesser  d  der  dem  Tetraeder  umgesehriebeaeD  Kvgal 
habe  die  Richtung  r«  so  ist 

cos:rr:co8yr:cosn':l  =/:^:  Azci» 

mitbin  nach  (A) 

/»sin^yz + ghXifizx  +  AVm^opy  —  2/jy(cosa!y->coejffesay.r) 
(1)         —  2yA(co8yz— cosz:rcosjpy)  •*-  ^A/'Ccosxo?— co«ryoo«ys) 
s=c{*(l---coaVy--cos^z--cos*zd? + 2<20Sdyc}M|(^^  .^    ^ 

Olesf  Glelckimg  cur  Btrechonng  des  Dnrchmeslim-^itM^^ 
traeder  umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  gusammenatossendaa 
Kanten  und  deren  Wlnlcel  hat  Legen dre  In  seinea  EkmeotMi 
(Anm.  V.)  gegeben«    , 

Anmerkung  !•    Dm  sSmmtliehe  Kantaa  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  In  diese  Gleichung  einmfllhTen»   hat  nua 

o«+A«-a«                A«+/'«—6«  z^+^a-c* 

cosy»=^    2^A       •  <^o«^^= iÄ/—  *  cosay=^      ^ 

und  glebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Form  2 

!•=  r  +flf*+A«— 2/ircosary— 2yAcosyr— 2*/cqsftr 
+  ifgcoBytcoBzx — (/cos.vz-f^cosz^— Aoosd^)*. 

Dana  tat 

/*  +  17*  +  Ä^ — 2fgcosxy'~2gheoay»^2hfeoBix 

/cosyz4-^cos2i3;— Aco8^y:=: ,y  A    —         ^  y 

und  daher 

=(ö/+6^+cA)(ii/+%  -cA)(a/— 6(7+cA)(— «/^+«a-H*> 


Nimmt  man  hinzu,  dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 


las  6fafhe  Tetraeder   V  bedeutet,  so  erhält  man 

(2) 
144  F«Wa  =  (ö/+  bg  +  ch)  {af^bg---ch)  {af-by + ch)  (-af+bg+ch) , 

eine  Gleichung«  welche  Grelle  (Sammlung  mathem.  Aufsätze  1. 
8.  117.)  direct  entwickelt  hat 

Will  man  auch  F  durch  die  Kanten  ausdrucken  ^  so  braucht 
man  nicht  bei  dem  Ausdruck  stehen  zu  bleiben«  welchen  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er 

57HA*-a2=F,    ÄH/*-Ä*=G,    P+g^'-c^^H 

abkSrzend  eiiifiibrf,    wobei  mehrere  gleiche  und  entgegengesetzte 
Glieder  ungetilgt  bijßiben.     Die  weitere  Entwickelung  giebt 

Af^g'^h\\ — cos^xy — Qos^yz—cos^ix + 2cos.r^cos^2COSz^) 

+  b^g^(hHf^—g^+t^+a^'-b^) 
+ c'^h^P  +  ^a — Ä»  ^.  ß« + A«  -  c«) 

--a^g'^k^^b^h^f^'^c'^fhß-aWf^, 

tvie  schon  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufs.  II.  S.  112.)  bemerkt  hat« 
[>hne  den  symmetrischen  Bau  des  Ausarucks  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenjtifiieh  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein«  dass 
kus(3)  sich  unqiittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
md  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  lässt« 
reiche  Lese  II«  £iiler  und  zuletzt  Garn  ot  (Geom.  de  posit.  §«331.) 
>hne  2Stisammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
allgemeinen 

l  —  Cös%^  —  cos*y2— cos*a:a:  -|-  2cos.i;jycos^a;cosiar 

=s  siu^a;^sin^^zsin^  Y 
=:sin*^2Sin^z;rsiri*Z  (4) 

=  sin*2a:sin%ysin^Ä, 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  ist«  von  denen  eine  x  und  y,  die 
andere  x  und  z  parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fun- 
toentalformel 

cosyz  —  cosza?  cosxy  -  > 

C0S^~—  •  '         §   '  •       S«   S.    1. 

siniarsinj;^ 


Die  oMgen    GMcbungen  (4)   ergeben    Mk   Wßnm   mM 
durch  Entwiäelong  von 

(1— C08*lL)8iii%a»iiiVy  u.  s.  f. 

and  bedeoten  das  Quadrat  des  Ofacben  Tetraeders  OFGH,  des- 
sen Kanten  /,  g,  h  LSngeDemheiten  sind,   dessen  Gnudliche 

z.  B.    OFCsosino^y,   und   dessen  Hube  sinjanrinJT  ist.     Sind 
nun  die  IttcbtaDgen  d?,  y»  z  derseilien  Ebene  paralldi»  so  ist  J( 


l  -^  cos^a?y-*Gos^*-cos^»r + 2cotunfeo9jfX€tmvf  =sO» 
und  daber 

Zu  diesen  Gleicbangen  gelangt  man  direct«  wenn  OMn  da?« 
ausgeht  9  dass  in  diesem  Falle  die  Winliel 

sind,  wo  m  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist»  daher 

co8xy=cos(yz-i-2x)  u.  s.  w. 

Anmerkung  3.  Aus  l+cosJir  und  1— ^osX»  welche  inFacto- 
ren  zerlegbar  sind»  findet  man  bekanntlich  sin^jrsin*za?sin^a:y  oder 

1 — cos^ory  —  cos^z — eos^a:  +  Scosarycosyi^osza; 

Z  ^  iS  ^ 

Dieser  Ausdruck   lür   das  6facbe  Tetraeder  5    dessen  zusam- 
menstossende  Kanten   die  Richtungen   Xy  y^   %  haben    und    Läo* 

feneinheiten  sind ,  hat  unverkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
Lusdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecksfläcbe  aus  den  Sei- 
ten, welche  sich  wie  folgt  erklären  lässt.  Es  sei  O  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  auf  deren  Oberfläche ^die  Punkte  F»  G,  H  liegen, 
so  dass 

OF=OG=zOH^r 

und 

r« 
OFGH*  =  gg(l — cos^ary— cos^^z— cos^zor-l-^cosarycosyzcoszjr). 
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Ist  p  der  Abstand  des  Mittelpunkts  O  von  der  Ebene  FGB, 
so  hat  man  auch 

OFGH*z=^FGH*. 

und  daher 

,.6 

F6ri5r*=  7~ä(l — cos*a:y— cos^z— cos*«?  +  2cosa?yco8yzco8xa7) 

r« 

=  j-5sin^2a:sin*a:ysin*Jf  u.  8.  w. 

"~  ||2  *'"  2  2  ^  2 

Für  r=QD  fallen  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  ihren  Sehnen 
üf  bf  Cf  die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
den  Winkeln ,  p  mit  r  zusammen »  und  da  der  Bogen  das  Product 
seines  Winkels  mit  dem  Radius  ist«  so  kommt 

FCjEP=  j  (6csin^)  u.  s.  w. 

a  +  b  +  c   g-f  b — c  a — b  +  c    —a-t-b+c 

—  —2 2        •         2        •         5         ' 

wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a  gegenüber- 
liegt« kein  anderer  ist,  als  X, 

Da  zugleich  das  Verhältniss  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
nur  KugelMche  verschwindet,  so  ist 

X+  F+  Z—  2  Rechte  =0  oder  A  +  ß  +  C=i2  Rechte. 

Dieser  neue  stereoraetrische  Beweis  des  alten  Satzes 
Ton  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
swiseben  einem  sphärischen  Dreieck  und  seinem  Gegendreieck 
Toraus,  welche  sich  ohne  ParaUelentheorie  durch  Congruenzen 
beweisen  lässt. 


11. 


In  der  Gleichung (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
denWinkeln  des  Tetraeders,  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  sphärischen  Vierecks,  ent- 
halten, welche  Aieier  Hirsch  (Geoni.  Aufg.ll.  §.107.  undJ.W.) 
inrch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 


Sind  nämlich  zuerst  x,  v,  t,  r  die  RtcfataMs««  der  NoruiHlen 
hwf  den  Irinenseilen  OGff,  OBF,  Ot'G.  FG/J  de«  Tetraedett 
OFGH,  und  beKciehiiel  OF  cieo  Winkel  der  Ebenen  OFG  und 
OFti  a.  s.  w..   so  ist 

cosOF=  —  (o-iy:,     tusOG^  —  cos;j,     co80fl=  —  cosjry ; 

cosCtf  =  -  rosaT,     cost/F=  —  cosyr ,     cosFG=  —  cosir : 

folglidi 

I— c(«.«0/-coB«Of;— cosaO/y— 'JcosOFcosOCcosOW 
=  ßin*Ofcos='G//+BinSOGcos»//F+siii«Offcos«rfV 
(5)  +2(coBOÄ+cosOFco60G}cosGtfcosHf 

+  2(tosOf'fcosOGcosOtf>cosffFcosrG 
+  2(co80G+cosO/lco50/"jcosfGTOsG//. 

Sind  zweitens  x,  y,  i,  r  die  Richtungen  von  den  Radien  MT, 
MG,  MH.  aiO  der  Kugel,  deren  MiltelpunLI  lU  ist  und  welclw 
dem  Tetraeder  OFGH  umgesehnelicn  ist,  und  bexeichuet  man 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugebririgen  sphärischen  Vierect« 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders,  so  ist 

co(t/=cosaT,  co»9=co6^,    c«sA^co*iir; 
*  cosa^cns^i,  cosfr^costx,  co8c  =  co8^: 

1— cos^u — cos*i — cos'c-f  2cosacoa6cose 
8"/"+  sin'ficus'^j  +  sin^coe^A 

(6) 

2(U0BU— CI)b6cOSC)C0S3CO8A 

— 2(co86— cos«;osa}cosAcos/'. 

Führt  man  die  Sinus  der  halben  Bogen  ein  und  schreibt  der 
Kfirze  halber  a  statt  sin^  u.  b.  w.,  so  nimmt  die  Gleichung  (6) 
folgende  Form  an: 

—  «V**— *'Ay*— c2/2<?2— ff'»&«c»=0. 

Hnlliplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Poteas  des  Radios  und 
«etat  danaelben  unendlich,  so  verschwinden  die  Winkel  iwd  Siaua, 
irahrcnd    ihre    Producte    mit  dam   Radina    die   Sehnen  statt  dah 
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Bogea  gebMi.  Dabei  gaheti  die  Glieder  aobter  Dimensio)»  ?erlor 
re»,  rweiebe  aU  endiicbe  Grusseo  mit  zweiter  negativer  jP^teo« 
das  Radius  multiplieirt  erscheinen  würden.  So  bleibt  io  der  That 
die  frjiliiör  gegebene  Gleichung  fiir  die  Seiten  und  Diagonalen  de$ 
ebenen  Vierecks  übrig« 


UI. 


In  (A)  ist  auch  die  Gleichung  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  Flächenstück  und  seinen  Coordinaten,  d.  h. 
seinen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  willktihrlicfaen  Ebenen 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  andern. 

Sind  or,  ,y«  z,  r  die  Richtunj^en  von  OF^  OG,  OH  und  der 
Normale  p  von  O  zu  FGH,  so  ist 

OFGH=:^FGH 

=  -^  Vi — cos^ary— cos*y2;--cos*za?+2cos:rycosyxcosjw: , 
folglich,  wenn  man  6  statt  der  Quadratwurzel  schreibt. 


Ferner  Ist 


FGH=^. 


weil  AeQSir.^Tsp   u.  s.  w.    Daher 

-     .     .  (7) 

FGBiOFG:OGH:OHFt=i6:8if^Tyooaxr'.B\nytcoBxtxB\fMaviMjft. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(L  Anm.  2.) 

cosxy  —  cos^^zcoszT  =  sin^zsinzjrcosZ  u.   s.  w., 

80  erhält  man  ohne  Weiteres 

(8)       FGm=  OFG^  +  OGm  +  OUF^-^^  OFG.  OGH.cos  Y 

^20GH.OHF.i^o^Z'^20HF.OFG.coaX. 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ebe- 
nenstück  und  seine  Coordlnaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durch  den  Umfang  des  Ebenenstücks  Pris- 


men  legt,  deren  Kaoten  je  einer  CooTdinateoaxfljr.jy.iparBUHsiiid. 
Die  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coord  malen  ebenen  gt, 
IX,  xy,  t).  h.  die  Conrdinaten  des  Ebenenstucks  £  seien  K,  L. 
M,  und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  x",  y,  i'.  Dana  ist 
Ecfisrr^ Mcosit'  =  dem  Normalschnitt  des  Prisma,  wodurch  E 
anf  ay  projictrt  norden  u,  s.  n-.    Folglich 


Nun  ist  cosii'  =  sin£;xBinZ,  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinaten ebenen    an    der    Kante    x    bedeutet,     also    (I.   Anm.  2.) 

cos«'  =  -: —  u.  8.  w.  und  nie  in  (7): 
sinyi 

E'.K'.  Jj:!U^Ö:a,iny:caexr:s\Bzxcosi/r:smTi/cosiT, 
E'=K'+L^+!a*—2KLcosZ-  2LIHcosX~2l»KcoBr. 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  hat  denselben  Bau, 
als  die  zwischen  einer  Strecke  r  und  ihren  Courdinateu  x,  y,  t  be- 
stehende 

r*^a:'-|-y'-|-i*-f-2irjcosa^yf2ytco8yt+"2t3rcos«;.  (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parallelepipeds  ableitet  (Legendre,  An- 
meTk.V.),  so  ersieht  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diasonaldreiecken  des  Parall  elenipeda 
(*'Gfl.  OPG'.  OGH'.  OH'F;  wenn  00'.  FF,  GG'.  HB'  die 
Diaj^onalen  des  Parall elepipeda  sind,  welchem  das  Tetraeder 
oFgH  angehört). 

Auch  lässt  sich  die  Gleichung  (S)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nämlich  aui  den  innem  Seiten  des  Tetraeders  OFGB  Nor- 
malen X,  y,  z,  f,  ivelebe  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  rSnralicben 
Viereck  durch  oarallele  Verschiebung  zusammensetiien,  #1e  sieb 
durch  die  Methode  der  Projectionen  leicht  beweisen  Nsst  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  iQbrigen  nach  der  Glei- 
clnng'(B)  au^edrSckt,  worein  man  dann  die  proportionklen Ww« 
tbe  setzt  und  bemerkt,  dass  coax^=: — cos^  u.  s.  w. 


V 
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Uelber  die  dureli  die  Oleiehungr 
darf^esteilten  Hurren. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Condacteur   bei   den   Herzog].  Brannschveigischen  Eisenbahnen  zn 

Braunschweig, 


Die  Diskussion  der  Formel 

X 

y^^STx (1) 

Ig  Gleichung  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Hessel  in 
Ir.  XIII.  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  fiihrt 
1  dem  Resultate y  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  keinen  ste- 
hen Zusammenhang  besitzen,  sondern  wie  punktirte  Kurven 
scheinen. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y  kann  jedoch 
ir  aus  der  Substitution  unstetiger  W^rthe  von  x  hervorgehen, 
tetige  Werthe  von  x  führen  immer  zu  stetigen  Werthen  von  v» 
so  auch  zu  stetieen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe  der  geometn- 
:faen  Bedeutung  der  imaginären  Zahlen  folgendermaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es ,  dass  jede  der  beiden  Zab- 
m  X  und  y,  z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
Is  eine  Linie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluten 
Verthe,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  y  entspricht. 
e  nachdem  das  Zeichen  von  y  gleich  -fl  oder  gleich  •— •!  aus- 
titt»   ist  diese  Länge  in  der  ursprüngiicfa  angenommenen,  positi- 


f  ■ 


IM 

Ten  oder  in  der  am  180^  davon  abw^ehendaD »  DemtlFeB  Oidiia- 
tenrichtung  zu  raeMen.  Es  ist  klar,  dass  wenn  aldi  y  —Jt  itm 
allgemeineren  Zeichen  oder  RichtnngskoefBzientan  e^h^^  ^nmMr 
len  sollte >  seine  Länge  in  einer  Richtung  su  nelumen  ist»  waiche 
sich  unter  dem  Winkel  fp  gegen  die  positiTa  Ordi« 
natenaxe    neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  dersellien  Weise  beider 
Auftragung  der  Abszisse  a:  auf  das  Zeichen  darsellian  RfidMidit 
zu  nehmen  ist 


■I 


Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  som 
Anfangspunkte    von    jp   und  den  Endpunkt  von  x  warn  Anfangs- 

E  unkte  von  y;  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y  die  in  Redeste- 
ende Kurve. 

Ffilm»  wir  gkidk  ^on  ▼om  herain  fdt^a  dei  M||lnihnerei 
Ausdruck  reV^^^i,  oder,  wenn  r=ef  gesetzt  wird»  den  Ansdmek 
a:  =  «H-5'>V^  ein;  so  kommt 

oder  da  c— ^=—  ist, 

r 

y=e        *■         e        J^  "^  (2) 

Von  den  beiden  in  der  Abszisse  a:  =  reSP^-T  vorkommenden 
Grossen  r  und  tp  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  unabbSngiß 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Nührae  man  sowohl  r  wie  q>  a(s  unabhängig 
veränderlich  an;  so  wurde  die  obige  Gleichung  ein  Flächen- 
stück darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall,  wo  die 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Vverth  von  q>,  konstant 
erhalten  und  nur  die  Länge  r  derselben  stetig  variirt  wird.  Mao 
nimmt  jene  konstante  Abszissenrichtung  gewuhnlich  Ein  Ma^  ab 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  Abssb- 
senaxe  zusammenfallend  an^  wodurch  sich  zwei  besondere  Sy- 
steme von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammenhSn* 
gende  Schenkel  Ein  und  derselben  grosseren  Kurve  darsteilen. 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  gewis- 
sen Richtung  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  ref^^^ 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Es  muss  noch  gesagt -werdet» 
wie  viel   ganze  Umwälzungen    nach  der  Einen  oder  andeMi 


i 
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Seite  ^  Linie  x  stets  am  den  Nullptinkt  gemacht  haben  soll, 
eh»  sie  ans  4er  nrsprünglicben  Abszlssenaxe  in  die  um  dien  Win^ 
kel  (p  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umwälzungen  durch  die  ganze  Zahl  k, 
welche  positiv  oder  negativ  Ist,  ienachdem  die  Umwälzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drehungsrichtung  erfolgen  sollen; 
so  hat  man,  wenn  <p  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  u;  darstellt,  2A:;r4-9  an  die  Stelle  von  q>  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  (2) 

y=e  r  e  r  ^  (3) 

In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x  nach  und 
nach  bloss  ihre  Länge  r  stetig  ändern  soll,  nicht  allein  die 
GrtosiQ  <py  sondern  auch  die  Grösse  A;  konstant  zu  erhaltea. 

Soll  die  Länge  r  von  x  nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variiren,  also  für  die  durch  ^  =  -|-r  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  q)=zO,  also 

ö  ^kn  ,j 1  2k7r.j r  ^fkn.. 

-  V  — 1        -  V  — 1        ■/ —      V  — 1 

yzsie^e  ^  =r'"e  »"         =:Vr.e  *■  (4) 

Soll  die  Länge  r  vonxnur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren»  also  för  die  durch} ^=:->r  dargestellte«  Abszissen, 
hat  man  97=9r,  also 

So  viel  verschiedene  Werthe  man  nnn  nach  und  nach  für  die 
^se  Zahl  k  ^einfuhrt,  ebenso  viel  versehiedene,  aber 
ankommen  stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  Gleichung  ^4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche  Wertne 
von  y»  bei  welchen  k  nicht  konstant  erhalten  tväre,  zu  einem 
S^jfateme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wran  man  fiir  dasselbe  konstante  k  diejenigen  Werthe  voh'^  aus- 
MMiesseD  wollte ,  welche  nicht  in  die  Richtung  der  positiven  oder 
negatIvoD  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären, 
würde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  in  dem  obigen  Aufsatze  Nr.  XI iL  zum  Vorschein  kom- 
aenden  diskontinuirlichen  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
hdken,  daaa  unvermerkt  für  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grösse 
Alllieht  konirtant  erhalten  ist,  zum  Theil  darin,  dass  alle  nicht 
r«ell«n  Worthe  von  y  ausgeschlossen  sind. 


Zm  ffcitow  AnfUiniBg  wollen  wir  hier  bot  dHe  nf  p««i. 
Uwe  AkaauMcn  besfigBclM  GMcliug  (4)  etwas  eiber  im  Amgb 
fiween. 


Dieeelbe  eleUt,  Je  eadtdeai  neo 

setzt,  eine  mieDdliclie  Menge  ganz  verscbiedeaer  Kurfen  dar. 
Ffir  k=0  ergibt  sich  die  Kurve 

y=V^. (6) 

welche  lanter  positive  Ordinaten  besitzt.  Da  nuui  flir  rssO  ancik 
y=:0  and  fSr  rssoo»  3r=l  hat,  ao  gehlt  die  Knrre  dareh  den 
Nallpnnkt,  nnd  hat  eine  in  dem  Abstände  3f  =  l  mit  der  Absiis* 
seoaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r=l  ist 
ebep£alls    y=?l  nnd    fSr   r=e=: 2,718 bedtst  die  Ordinate 


ihr  Maximani.  Dies  gibt  die  anch  auf  der  dritten  TafSri  in  Thöl 
XIV.  abgebildete  Kurve  OABCD....  (Taf.  Ul.  Fig.  1.). 

Ffir   jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Gonre  hat 

r 

die  Ordinate  y  dieselbe  Länge  Vr^,  welche  demselben  Werthe 
von  r  in  der  vorhergeheoden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungen 
deriOrdinaten  ;y  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neiguogs- 
winkel  tf;  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive    Ordinaten- 

axe  OY  ist  i/;  = .  Wir  wollen  annehmen ,  die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  Tür  r=:oD,  tf;=0  wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtung  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtung  nähert,  je  grösser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorhin  beschriebene  Paranele  zu  OX 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  flir  alle  diese  Kurven  ist. 

n 
Wenn  r=4A:,  ist  tf;  =  Q  .    Die  Ordinate  y  erstreckt  sich  als- 
dann nach  der  Richtung  der  negativen  Abscissenaxe.    Ffir 
diesen  Werth  von  r  passirt  die  Kurve  also  die  Abszisseuaxe. 

Für  alle  Werthe  von  r>4A:,    ist  tf;  <^     und     nimmt    desto 

mehr  ab,  je  mehr  r  zunimmt.  Nachdem  also  r>4£  geworden 
ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y  nicht  mehr  anter  die 
Abszissenaxe  fallen;  r=4Ar  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 
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erwähnte  Stelle,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rich- 
tung der  positiven  Ordinatenaxe  zu  gelangen  strebt. 

Für  die  Werthe  von  r,  welche  zwischen  0  und  ik  liegen, 
macht  die  Ordinate  y  unendlich  viele  Rotationen;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  unten  kommend,  und  bildet  hier  eben  so  viele 
Schlingen. 

In  diesem  Zwischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  das  positive  Zeichen    6^*''^ V^  = -f  1 ,   also  die  Richtung  der 

positiven  Ordinatenaxe, 

fSr  r=j-,    2^,  g,  j-...; 

2)  das  negative  Zeichen   c(**'+i)^V^  =  —  1 ,    also  die  Richtung 

der  negativen  Ordinatenaxe, 

^      _2k    2Ä    2Ä    2ifi:    . 
lur  r— y,  -3  *  ^»  y-' 

3)  das  positiv  imaginäre  Zeichen  6(**'+i)^V^  =  +  V^— T,      also 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe, 

^  Ak    Xli    U    ik     , 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  c(2*'+i)^ V^H  = — V"---i,      also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

.^      _ik     4k     Ak     Ak 
tur  r— -3,    y,   jj,  jg  .-. 

an. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  für  k=^\  sich  erge« 
beode,    ist  in  dem  Zuge  OabaAcdcfg  (Taf.  III.  Fig.l.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben ÜSr  gewisse  gleiche  Längenwerthe  r  der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten,  also  gemeinschaftliche  Dnrchschnittspunkte.  Der  Punkt 
A  fOr  r=zl  ist  ihnen  allen  gemein,  und  überhaupt  giebt  es  in 
dies«r  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale r  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinaten 
ff,  deren  Anzahl  so  gross  ist,  als  der  Zähler  des  auf  seine 
Kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches  r  Einheiten  enthält.  Dar- 
aus folgt,    dass  der  Punkt  J,  £,  C,  />,  E ,  welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=l,  2,  3,  4,  5...  entspricht, 
Tfsp.  Ton  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten  ...  Theile 
Itr  in  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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«^+f^^W^-0-'a«'-%(f'+^^±^5rÄ-p  m 


i.^ 


r»   - 


i>i   •■;    ■  i'tir  <■ 
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'1      t'  »i:!»  rt         if 

Gabeo  wir  statt  det  Ellipse  (1)  €tea  HypetM«  <«Nili  CkliM 


ren  Ebene  durch  das  Auge  geht,  uoa  seftkru« 
der  Ebene  der  Hyperbel  (11)  und  auf  derTafertil 
Gleichung  dieser  Ortsellipse  ist: 


2*« 


*^  +y^+  ^^-o-«v-*^+ 


f*»* 


(M> 


r»=^(a«-.y-l)«» 


IKe  Gleichong  der  Kreislinie,  welche  in  diesen  Fall  dl« 

ti?e  der  Hyperbel  (11)  TorsteUt,  wird  abdann  Mgmii^i       •.      / 


■t  ' 


^QH 


$.  3- 


Nehmen  wir  für  die  perspectivisch  zu  projiolrende  Cnrve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung: 

y—ff^^—^pif+X) (14) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  M  dar 
Ellipse^  (1),  so  finden  wir,  da>ss  sich  diese  Parabel  pef' 
spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  sich  das  Auge 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glel' 
chung  der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 

v^=p(t-n 7 . .  (K) 

Der  perspectivische  Kreis  wird  aber  durch  die  Gielchungr 


^*+y<2  +  P<^f-^.> 


t'-2gy'+ff^-fp=0 


(16) 


aasgodrflckt. 


14t 


§.4 

um  der  Vollenddng  iinseret  Aufgabe  näher  zu  rficken,  suchen 
ir  die  Bedingungen  auf»  unter  weichen  irgend  eine  Linfe  zweiten 
Irades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel/  nur  in 
er  gleichen  Ebene  wie  die Cnrven  §.  1.  (Jl)  und  (14)  liegend^  sich 
erspectivisch  als  Kreis  projicirt,  und  nehmen  daher 

AY^+2BXY+CX^+2DY+2EX+F=iO  .....  (17) 

5  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
ekhe  zwischen  den  perspectivischen  Coordinaten  y>  2'  und  den 
oordinaten  X,  T,  Z  statt  finden,  werden  durch  die  Gleichungen: 

A  s= ^  *    M  -*•  — — —    . 

V — z  t?— r 

irgestellt,  m.  s.  Archiv  TheilXI.  Heft  2.  pag.  121.  Nr.  I.  Durch 
le  Substitution  dieser  Werthe'von  A^  und  F  in  (17)  erhalten  wir 
8  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(19) 
\ü^-2Buti^Cfi^2Du-2Eti^FWHAo^i^'^-'2v\Au^Bt+D\y'z'^ 

MDu—Et+F\i'+2Dvy+Fv^  "^'^ 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  angehören  >  so  müssen  die 
vei  Bedingungsgleichungen: 

Au'^—2But+a^+2Dur^2Ei+E=:Av^ .  (20) 

Au-Bt  +  D=:0  , (21) 

att  finden;  eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
rosse  u,  so  erhalten  wir : 

A^v^^iB^-AC)^'--2{£D--AE)t  +  lP'^AFi=20  ....  (22) 

Tiese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zwQJten^  Gra- 
ies  aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  muss,  damit  die 
^eispective  der  Curve  (17)  ein  Kreis  wird ,  und  zwar  befindet  sich 
iiese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  acy, 
wler  auf  jener  der.Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 

6  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  die  Perspective  der 
Cutve  (17)  ist,  erhalten  wir: 

,n,'»-2'<^«=^^7(-^=^-lx'  +  25,'+5=0  .  .  (23) 

Theil  XVI.  \<^ 


Nehmen  wir  eaersl  an,  die  dareh  die  Gletchong  07)  dar^estell 
CoTve  aei  eine  Ellipse,  so  muss  bekanntlich  ' 

B'-AC<0  udA  (BD-A£)*-(B'-AC}(D^AF)>fi    ^ 

eoi       vir  hiünnen  daber  enfolge  vaserer  AnDahm« 

B'--4C~-n.  , (a 

—  [C)(B»—AF)==m' 0t 

,   M  hingegen  eine    lineare  Grüu 

/-     B'  +  n      ^     iBD-AE)*  +  nD^—m' 
^—~Ä~~'    *-  An  ''  ' 


Setzen    wir    überdies    noch    der    Kürze    weeen  BD — AE=e\ 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (17),  (23)  und  (23)  folgende: 

+  c2  (-nZ)'-m«=0  .  .  .  ,  (2( 
^o»n— n"r*— 2cni+ra*-c"=0     (2: 

Sind  «',  ß'  die  Mitte  Ipunktscoordinaten,  nnd  r'  der  Radios  i 
durch  die  Gleichvng  (38)  dargestellten  Kreises,  so  Ist  bekanntli 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 


Endlich  findeii  wir,  mit  Berücksichtiguiw  der  Gleiehmig  (^,  filr' 
MittelpunktacoArdinaten  «,  ß  nnd  den  Radius  r  des  Kreises  ( 
folgend«  Werthe: 

"=*•  P=7£-t/'-«'~/-«5  r  =  ^^\ (30 


14} 


§.  6. 

Um  unsere  späteren  f^olgertingeii  getioHg  begtSnden  zu  können, 
(i^ollen  wir  auf  analytischem  Wege»  erweisen  „dass«  wenn  von  irgend 
«eliiem  Piinkte  k  eine  Tangente  an  ()ie  Cnrve  (20)^  des  vorigen 
^Paragraphen  gezogen  wird,  die  perspectivische  Jrrojectfon  dieser 
>, Tangente,  «benfalf seine  durch  dieperspectivischeProjection  kv  des 
i, Punktes  k  gehende  Berührend«^  an  den  Kreis  (28ji  is^  und 
i,ztrat  rouss  diese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Punkte  be- , 
«»rubren,  welcher  die  perspectivische  Projection  des  Berührungs- 
D Punktes  der  erstem  Tangente  und  der  EtHpse  (26).  Ist. 

ÜVir  nehmen  X'',  Y"  für  die  Coordinaten  des  Punktes  k,  und 
K'y  Y'  für  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  y,  J" 
die  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  ^p,  und  yf'^  i"  jene 
des  Berührungspunktes  der  dun*h  kp  an  den  Kreis  (2^  gezoge« 
Ben  Tangente;  so  haben  wir  für  die  Gleichung  der  ersteren  Tan* 
geote : 

iiA[ÄY'^BX'i^D\Y''^^n\ABr^{B^\^n)X'  i^BD-^c\X". 

i-nADr+n(BD-c)X*  +  c^+nD^-m^  =  0  ^   ^^ 

und  für  jene  der  letztern  Tangente : 

t^wird  unsere  hu  AnfiiDgdieses4ParagraphenaufgestellteBebauptung 
ervriesen  sein,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (31}dleWerthe  von -X% 
Y';  X'^,  Y"  durch  die  entsprechenden  perspectivischen  Coordi- 
naten y'\  z"  und  v'",  z"'  ausgedrückt,  snbstituiren/ und  wenn  wir 
dsdann  eine  resultirende  Gleichang  erhalten,  die  mit  der  in  (32) 
Htentisch  ist. 

Mach  §.  4.  ist  aber 

tz"  tz"f  r*i" tt-y"  m/^ Mt'" 

y/        **  v// *»      .    f-T/ rjf  — uz         -,^, oy  — «*    . 

V — z"  t?— 2'"  tJ— 2"  V — z" 

•ier,  weil  wegen   der  Gleichung  21)  §.  4.  «  =  — -j — ;  und  aus  28) 


tu 


^  —  Änip-^ 

Durch  die  Subsiilufion  dieser  Coordinatenwerthe  io  der  tileictoag 
(31)  erhalten  «ir; 


t^y'-fi'V^H^»p'»+(flO-riH(-c+Vw«+.i<'p*«)t*'  [^ 

Reduciren  wir  diese  Gleichung  gehörig,  und  hemerken ,  dasa  we- 
gen Gleichung  ('iS) 


— cV  m'  +  A^c^H  +  m»=  — |c(m(+  c)-m«i 

ist,  so  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (^i)  identisch.  Ganz  auf 
gleiche  Art  würden  iiir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Gleichung  erhalten  haben,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (32)  statt 
j",  i" ;  »/",  z'"  respective  die  Werlhe; 

Atr  +  (Bt—D)S-       vX-  .  AtY"^{Bt-D)X"     vX" 

A{t-\-X')         '  (+-*'*  Ait^-X")  '  /4-A" 

substitnirt  hfitten,  wodurch  also  die  vorausgeschickte Bemerkunsdie- 
äesl'aragrapbeii  nicht  nur  gerech  tfertii^t  ist,  sondern  wir  sind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  fnlgern,  dass  eine  Gerade  Lp.  weiche  die  bei- 
den Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  §.  1.  und  (28)  §.  9. 
dargestellt  wird,  gemeinschaltlicb  berührt,  die  Perspective  ein« 
gemeinschaftlichen  Tangente  L  an  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
|.  i.  und  (2)  S-  S.  dargestelltt^u  Ellipsen  ist. 


fi-7. 

Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fällen  es  lüttgRch 
ist,  eine  gemein  schartliche  Tangeole  an  die  Ellipsen  (1)  §.  I.  md 
(28)  $.  ß.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt,  in  ueli-bein  sich  dus  Auge  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven    der  Ellipsen  (1)  §.  1.  und  (28)  j.  6- 
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f 

beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein«  wenn  es  reelle  Durchschnittspunkte  der  Ortscurven, 
welche  durch  die  Gleichungen  (9)  §•  1.  una  (27)  §.  5.  dargestellt 
sind«  gibt.      Diese  Curven  liegen  in  den   durch   die  Gleichungen 

g-^u—0  und  Au-^Bi  f  2>=:0 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  sind; 

u=:g  und  tt=  j/— ^^ (33). 

Diese  Linie  ist  also,  wie  sich  schon  aus  der  Lage  der  geoannteo 
Ebenen  schliessen  lässt»  auf  der  Ebene  xy  senkrecht.  Ans  den 
Gleichungen  (33)  folgt: 

9='j —  2'  ^       *^B^^B^ ^^' 

Führen  wir  diesen  Werth  von  t  in  (9)  $,  1.  ein,  so  erhalten 
wir: 


oder 


vz=:±  ^\r[B(f+a)^Ag^D]  \B{f^)'-Ag'-D\  .  .  .  (35). 


Soli  daher  die  Auflösung  der  Aufgabe  möglich  sein,  so  muss  ent- 
weder 


und  zugleich  Bif—'di^Ag 


\d\ (^> 


oder 

B(f^a)<Ag  +  D 
und  zugleich  Bif-^-aXAg+D^ *^ 

sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Beziehungsdeichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angibt.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  von  t  und  v  in  der 
Gleichung  (27)  %.  5.  substituiren ,  so  erhalten  wir  die  Bedln- 
gungsgleichung : 

nAH\Bf--'Ag-^D]^'^nA^B^a%^^n'^a^{Ag+D)^-2ä^cnB(Ag+D) 

+  a«m*ir^a«c«Äa=0 (38). 


MS 


I.  B. 


Es  handelt  sich  fluch  dem  ,  M-as  nir  im  §.  6.  uiitl  §.  7.  ! 
zeigt  haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  clerjedi 
Punkte  Ap  und  Jp  za  bestimmen,  aus  welclien  Süssere  ui 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §.  I.  uiiH  (28)  §.  5.  gezo- 
gen »erden  krmncn,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinateiiwerlk 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Kbeiie  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (I)  §.  1.  und  (26)  §,  5.  zu  bestimm«». 
Hin  welchen  Ap  und  Jp  die  perspektivischen  Projectionen  sind. 
Die  ersteren  sind  aber  offenl  "  '•'"  ilrecte  und  der  inverBe 
Aehnlicbkeitspunkl    der  lannten  Kreide.     Dezeichneo 

wir  mit  u'i,  i'j  die  Coordinaten  u„       ehidJchkeitsunnkles  Ap  oder 
Jp  der  Kreise  in  (10)  und  (26),  so  »  nd  diese  bekanntlich: 


ra'+T'ix 
r+r'    ' 


3'Tr'l? 


Eilbren  wir  zuvor  in  den  Gleichu:  isen  (iN)  und  (30)  g.  S.  die 
Werthe  von  t  und  v  aus  (U)  und  (!  S)  §.  7.  «In ,  und  siihetituire» 
die  so  bestimmten  Ansdriicke  vnn  a,  ß,  r,  a',  ß'  und  r'  in  diesen 
Werthen  von  v'i   und  i',,  so  erhalten  wir: 


,  _-AD^^mnff 


\m- 


Sind  endlich  Xi  und  V.  die  Goordinaten  des  deni  Pnnkte  Af 
oder  Jp  entsprechenden  Punktes  A  oder  J  in  der  Ebene  der  xy, 
BO  haben  wir  zu  deren  BesUnunuflg  nach  §~  4.  dit  Potmeln 


Jt,  =  - 


Setzen  wir  in  diesen  AusdrQcken  ti=^  (Siebe  §.  I.  (6)« 
und  statt  y*,  und  i',  die  in  (40)  angegebenen  Werthe,  a 


,?.. 
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to 


Zieht  man  nun  von  dem  durch  diese  Cuordin^itefi  .Y,  und  f, 
bestiminten  Punkte  eine  Tangente  an  eine  der  durch  die  (ileichuni 
(I)  §.  I.  oder  (2ri)  %.  5.  dargestellten  Ellipsen,  so  niuss  iliese  aucli, 
nach  dem  tvao  in  §.  6.  beniesen  worden  ist,  die  ander«  EllipH 
berCibren,  tvie  es  verlangt  wurde. 


BD~AE=  —  m  uid  B'—ACz^O, 

wo  m  eine  lineare  Grüsse  ist ,  so  'ebt  der  Gleichnng  (22)  j.  4.  b 
folgende  über: 

A*t^  +  2mt  +  D»~AF=Q. 

oder  da  D^ — JFjede  reelle  Grösse  von  civei  Dimensionen  be- 
deuten kann,  so  nehmen  wir  Ifi — AF^ik*  an;  dadurch  tvird  die 
letzte  Gleichung  -iv: 

^r»+2m(  +  *»=0 (43). 

üie  Gleichung  (17)  hingegen  gebt  hei  diesen  Annahmen  in  fol 
gen de  fiber : 

^'F'+2-lßj:F+Ä«^+!L<OF+2(BÖ+»i)X+ö«-Ä«=0  (44). 

Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  nir: 

Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Pct 
apective  der  Parabel  in  (44)  ist: 

Werden  fvieder  die  Mittel punkttcoordinaten  des  in  (16 
6.  3.  dargestellten  Kreises  mit  a,  ß  und  dessen  Radius  mit  i 
bezeichnet,  so  wie  jene  des  Kreises  in  (45)  mit  a",  ß'  oDi 
dessen  Radius  mit  r',  so  ist: 
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Da  aber  die  Parabel  in  (15)  §.  3. »  welche  der  geometrische 
Ort  des  Aages  ist,  damit  die  gegebene  Parabel  in  (14)  sich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegt» 
deren  Gleichung  o  — 1£=0  ist,  als  auch  die  Ortscurve  (43)  sich 
in  der  durch  die  Gleichung 

aosgedrfickten  Ebene  befindet,  so  muss  sich  das  Auge,  damit  die 
beiden  in  ^14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  proiiciren,  sowohl  in  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen,  als  aiich  in  den  Durchschnittspunkten  der  Curven  (15) 
$.  3.  und  (43)  befinden;  diese  Durchschnittspunkte  (wenn 
solche  möglich  sind)  kOnnen  ^er  nur  auf  der  Durchschnittslinie 
der  durch  die  Gleichungen 

^— tf=0   und  Au-Bi  +  D=zO 

dargestellten  Ebenen   liegen.     Eliminiren    wir  daher  ans  diesen 

Ag+D 
Gleichungen  die  Grosse  u,  so  erhalten  wir  wieder  tss-^^ — ;föh- 

ren  wir  diesen  Werth  von  t  in  der  Gleichuiig  (15)  §•  2.  ein ,  so 
kommt: 

,.^pÄ9±pEL .....(48) 

Dieser  Werth  von  v%  und  jener  von  t  in  (43)  eingeführt,  gibt 
die  Beziehungsgleichung  an ,  welche  zwischen  den  Coefficienten, 
Af  B,  Dy  p  u.  s.  w.  statt  finden  muss,  damit  die  Aufgabe  möglich 
wird;  diese  ist: 

(25r+Z>)(iiV+2w)--Ä(-4Yp-rA«)=0   ....  (49).^ 


§.  10. 


Durch  die  Einfähruug  der  im. vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe   von  t  und   v  in  den  Gleichungen  (46)  und  {&)  erhalten 


wir: 


"' A-  '^—A'VpBtiAs+DI-Bn  ■ 


- A'V ,,Bl(Jg+ D)  — Bf)  S 


.(81) 


ezeichnenHir  trieder  wie  iii6. 8.  die  Cnordinateudes  AefaDlichke'iU- 
iiiktes  A„  oder  Jp  der  Kreise  (16)  6.  3.  und  (45)  g-  9.  mit  y'»  mJ 
1,  so  erlialtrn  wir  durcb  die  Einführung  dieser  Wertfae  von  o, 
r,  a',  ß'  und  r'  \a  den  Gleichungen  (39)  S-  8: 


&m. 


Die  oberen  Zeichen  eelten  für  ci 
inversen  Aelinlichkei  tspu 


g+O-giyilV?) 


.  (53).  ' 


-D)-Bf\ 

ir«clen,  die  unteren  fiir  den 


Führen  wir  die  Werthe  von  t,  u,  v,  1*1,  y't  in  die  FoimelD 

^  P  — l'l  '  '  « l'j 

,  SO  erhalten  mr  für  das  obere  Zeichvn  in  jenen  Weithen: 


„        +ADp\(Ai,-t-m-Bf\-Bslc' 


.  ("). 


Für  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 

„  _ -ADpl{As+D)-Bn+^b«s(Ag+D>-K,Bf  ,_ 
'•       <l>p\iJ,i.p)-Br»^2m(Ag+J»+Bti    '■*'■ 
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Bemtzen  wit  in  diesem  leisten  Wertiie  voa  F|  die  Gleiciiuag 
{4%  so  wird  der  Mewier  zu  iXull,  Horass  bervorgeht»  dass  ima 
die  linieren  Zeiehen  .nfcht  oehmea  daif,  d.  h«  dass  es  bei  zwei 
i^toabefai  nicht  zwei  iLeholichkeitspunkte  gibt;  die  Werthe  in  (5S) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aus  demjenigen  Punkte,  dessen  Ooordinatenwertbe  in 
(43)  und  (45)  dargestellt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleichimgen  (14)  §.  3.  oder  (44)  §.  9.  dargesteUten  Parabelo 
gezogen,  so  muss  diese,  nach  dem,  was  io  $.  6.  erwiesen  wurde, 
auch  die  andere  berühren« 

Führen  wir  die  Untersuchung  ganz  auf  gleiche  Art j  wie  dies 
in  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Elupsen  geschehen  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
Werthe  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  man  aus  ihm  eine  Tangente  an 
etne  der  gegebenen  Hyperbeln  zieht,  jene  Tangente  auch  die  an« 
dere  Hyperbel  berührt 

Aus  dem  in  §.  6.  Erwiesenen  lässt  sich  unmittelbar  folgen- 
der Satz  herleiten.  «Wenn  man  drei  Ellipsen  von  beliebigen 
„Parametern,  und  in  beliiebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Ebene)  bat, 
„und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  Innern 
„Tangenten,  sd  liegeii  die  drei  Durchschnittepunkte  der  äussern 
„Tangenten,  so  wie  je  zwei  innere,  mit  deh  nicht  zugehörigen 
„äussern  in  gerader  Linie/'  Sind  nämlich,  Mi,  iftfa,  M^  die 
drei  gegebenen  Ellipseo,  At  der  Durdischnittspunkt  der  äussern 
Tangenten  an  die  Ejllipsen  ßf2  und  M^; 

■I 

A^  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Mi  und  M^ 
ijj      -        -  .  .  -      -  . 

Ji       '        '      Innern  -  -      - 

Jj--  -  -  -- 

«'S"*  "  --- 

80  liegen 


itfl 

■    itfa 

üf. 

-    M, 

Ml 

■    M, 

M, 

■    M^ 

■"1  >       A^y       A^ 

A^ ,  JifJz 

•"8 »    •'1  •♦   •'2 


in  gerader  Linie. 


Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  MPi,  Mp^ 
j^'s;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  Innern  Tangenten,  und 
^«zeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 
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Kreise  MVi  und  Mp^,  ;  ^\  und  Bif^ ;  MVm  und  Bt^t  renpectiye 
mit  Af^9  Ap^  und  iii»i }  ebenso  die  DurchecnnittBpuDkte  der  iDDera 
Tangenten  an  die  Kreise  Mfx  und  Mf^ ;  MPx  und  üfrg ;  Jfr«  und 
iÜPs  respective  mit  Jv^y  Jf^  und  /j>|.  so  hat  Monge  bewieseoi 
dass  die  Punkte 

A^xi  -^a*  Ap^\  APx>  J^%>  J^y  Ap^  JPx,  JP$i  Ap^,  JPx,  Jp% 
in  gerader  Linie  liegen.   Projicirt  man  die  sechs  Punkte 

APx  9  Ap2  9  AP^  ,  JPx ,  JP^  f  JP^ 
wieder  in  die  geometrische  Bildfläche  nach 

Ax9    A^y    A^p    Jxi    J^P    «^8 

zurück»  so  werden  auch  nach  §.  6.  diese  die  Eigenschaft  heritiei» 
dass  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  Mi, , 
il/29  ^3  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  femer  werden  ancb/ 
ebenfalls  nach  dem  vorher  Erwiesenen^  die  Punkte 

Axp  A^,  A^,  Jxp  J%9  «'b  • 

auf  den  entsprechenden  Linien  liegen»  auf  welchen  sich  ilure  per- 
spectivischen  Projectionen  befinden,  also 

\A\  A^  Aq),  {Ax  J2  Jgjt  (A^  Jx  ^z)»  \A^  Jx  J%) 
vier  gerade  Linien  bilden. 
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Die  astronomische  HWärme-  n.  liicht- 
Fertheilnngr  auf  der  Krdolberfläche« 

Von  dem 

Lehrer  Herrn  Brenner 

lo  Tuttlingen. 


Die  freie  Wärme,  welche,  nebst  dem  Lichte,  hauptsächlich 
lie  Existenz  der  organischen  Korperwelt  bedingt,  wird  der  Erd- 
»berfläche  aus  zwei  Hauptquellen  zugeführt.  Die  eine  ist  der 
^ärmevorrath,  den  die  Erde  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
lie  Sonne.  Da  wir  nun  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns,  so 
rie  von  der  Wärmeströmung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
;enaue  Kenntniss  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Geeendea 
Island,  Grönland)  wissen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  gros- 
lere  Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lässt 
»ich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
[legel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
pr  Bestimmung  der  von  der  Erde  ausfliessenden  Wärmemenge 
>ür  jede  besonoere  Gegend,  besonders  wenn  man  sie  mit  der  von 
1er  Sonne  gespendeten  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
lass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  für  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen,  —  Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  Wärme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Kurpern  nur  entwickelt  (frei)  wird ;  dessen  ungeachtet  können  wir 
uns,  für  unsern  Zweck,  vorstellen,  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne. 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
&»f  der  Erdoberfläche   nennen   wir  die   astronomische,    und  die 


IM 


WSrrae-  and  LichtTerhäKatM»,  oder  auch  dieWSnnfl-  uodLicU- 
mennn  fUr  Tarschledene  GegcndeD  su  bestimmen,  sei  der  Gegen- 
•tana  nBaerer  BeachXftigang. 

E»  ist  bekannt,  dwa  «ich  die  suf  bleiche  ebene  FlScheo  ge- 
wotfenen  Warme-  und  Lichtmengen  verbalten  wie  die  Slnos  der 
Neinrngawlnbel  der  auffallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  is 
der  Zeiteinbeit  aofdieFIXcbeaeiDbeit  Kenkracht  geworfene  Winne- 
oder  Liditmenee  znt  Einheit  anReaunimen,  so  ist  dieselbe  b«J 
einer  Neigung  iV  der  Sennetutrablen  gegen  den  Horizont 

ssinflT. 

DleeeNeignngderScmnetistrahienUlsbernichts  anders,  als  die  BCbe 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Tat  Ol.  Fig.  2.)  IUI  der  Borizant 
des  Ortes,  Z  dessen  Zenitfi,  AQ  der  Aequator,  P  der  Nordpol, 
DE.  der  an  einem  beliebiges  Tage  von  der  £ionne  bescbriebeDc 
PanlleKreis,  X  der  Standpunkt  derselben  zu  einer  beliebigen 
Nu;bnUta(«stnDde,  Ziehe  leb  dnrdi  L  den  Vertikalkreia  ZV, 
so  wie  den  Meridtan  PT,  so  Ist  im  sphSriscben  Dreieek  ZPL 

eo8ZL=CMZP.coMPL-t-aiDZP^'mPL.eosZPL. 

Setze  fcb  die  Breite  des  Ortes  asß,  die  statthabende  Declioalioo 
der  Sonne  =d,  den  Stu^denwinkel  =5,  so  wie  die  Hübe  der 
Sonne  =B,  ao  ist,  wenn  durcb  n  djis  bekannte  Kreiaverhälfnisa 
3,14150....  bezeichnet  wird, 

ZL=J-J7;  ZP=^-ß;  PL^^-d  und  ZPL^S; 

folglich 

1)  sin#=sindsin|3  -(-  to^ScosßcosS. 

Bezetehnet  man  die  Zeit  mit  t,  so  tst  der  Zeitmoment  dl,  vti 
die  in  einem  Augenblick  von  der  FlScheneinheit  in  EDipfang  ge- 
nommene Wfirme-  oder  Lichtroenge 


Mglicb  bat  man,  wenn  man  die  Wärme-  oder  Licbtmenge  eiae* 
Taftes  mit  JV  heüeichnel. 


I 


"-/■" 


'  dt(BinSsinß  +  cosScosßwaS) , 
I  Integral   zwischen    deb   gehürigeu  Grcnaen  genoH- 
biirgcrlicbe    Stuad«, 


i 


t 

ftlglfch  .,. 

,     US       j     ,,      12cfS 
/s^-—^   and    a^=; 


M: 


12  /* 

X=  —  /  dS(sind8\nß  +  cos£cosj?cos5) . 

Zwar  ist  auch  di«  Declination  d  eine  Function  von  t,  uod^ folglich 
auch  von  S%  altein  sie  variirt  in  einem  Tage  so  wenig,  dass  das 
tägliche  Waiehstbiim  derselben  anf  das  Integral  keinen  merklichen 
EinfluSs  ausübt  Nehmen  wir  jedoch  für  den  Tag,  dessen  Wärme- 
ttod  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Declibation  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
kalben  Tag  etwas  zu  viel,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  W&rme- 
oder  Lichtmenge  haben ,  so,  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu- 
tralisiren  werden.  —  Somit  bekommen  wir 

12 

2)  ilf=  —  (sinÄsinjS.Ä  ^  cos^cos/SsinS)  +  C, 

wa  C  die  eingegangene  Constante  ist 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  für 
die  eine  Grenze  dieses  Inte&rals  5=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  aus  1),  wenn  man  H=:0  setzt.    Sie  ist 

cosS  =  -tg(ytg^  oder  S=^^(^tgdigß). 
Nehmen  wir  dasselbe    zwischen  diesen  Grenzen,    verdoppeln    es 

0m^   Äff 

Uecanf^  ««taAD.  24"*^^  ^^^  behalten  jS  als  Hilfsgrusse  bei,  se 
laben  wir 

3)  7i=sindsio^.<$  -f  cosdcos/?sin  iS . 

h  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
oder  vielmehr  für  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  i.  zvri- 
schen  den  Grenzen  SzizO  und  i$=7c  zu  nehmen  und  hernach  zu 
veidoppefai.    Uiess  gibt 

4)  iI!f=24sinÄsin/5. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
^gebener  Declination  der  Sonne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Zu 
diesem  Zweck  setzen   wir  die   in  Beziehung  auf  p  genommenen 


FV 


e  von  3)  und  4)  gleich  Null  und  entwickeln  ß.    3)  g 

S.S+sinÖBJDßdSß  —  coaSs\iißBiaS-\-cosdcosßcoeSdSf. 

rir  fut  coSiS  dessen  Wcrth,  so  heben  sich  aur  dtl 
dieser  Gleichung  das  zweite  uod  vieita  Glied  gegefr 
il  es  ist  alsdHnn 

dtl  =:smdci}»ß-S — cosJsin^sinS. 

nun    rfw^— 0,    Bo   kommt,     wenn  wir  tg3=«  setze« 
eotetandene  Gleichung  zuror  mit  der  Gleichung 
'-*'-°—      -asS 

S=zO. 

an  auä  3}  und  S)  S,    b^.  ergibt  sich  das  M.  M.  s 


1 


Ist  tPug  negativ,    so  findet  ein  muni,  nnd  positiv,    ein 

mum  statt.     Es  ist  aber 

rf^«  ^  —  M  +  dSß(ain6cosß  —  cosäsin^cosS) 
oder.  Indem  sich 

findet,  durch  Substitution  dieses  Wertbes,  sv  mfl  deajm^en  >od  it  i 

„          ßin^— cos^inÄ^coslP 
^'^ß  = cosdBin^cos^» 


Wenn  i 
befriedigt,  i 


1  2S'a^+sin'iS' 
?   a'+coaiS'     ' 


Setzen  wir  9=2iSa'-f  ein3S,  so  Ist 
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für  5=0  y=0, 


„  Ä=s-  ........  y=wa*, 


» 


j» 


S=2n  ....,.•  y=2wa*. 


Im  Uebrigen  bemerkt   man 

1)  dass  für  alle  Werthe  von  jS  zwischen  0  und  ^    j^de  der 
Jrussen  2Sa^  und  sin2j$  positiv  bleibt >  so  dass  y  positiv  ist; 

2)  dass    zwischen   ^=5-  upd  -j-    die    Grösse   2Äa*    zwar 

nmer  noch  stetig  wächst  ^  allein  sin2iS  von  Null  an  stetig  ab- 
immt,    so  dass,  wenn  einmal^  negativ  geworden  ist,   dasselbe 

och  negativ  bleibt^  bis  auf  den  Werth  S=^-^.  In  der  Tbat  ist 

ich  für  den  letztern  Werth  von  S.,».y=a  na^ — 1  negativ^ selbst 
ir  den  grossten  Werth,    den  man  a  beilegen  kann>    nemlich  für 

a=tg23O28'=x:0,434....; 

3)  dass  gleicher  Weise   zwischen   Szzz-jn    und    tc   wieder 

3de  jener  Grössen  wächst,  und  dass  demnach  auch  y  positiv 
leibt,  wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklich  geht  es 
1  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativität  in  die  Positivität  über, 
la  wir  nun  dem  Stundenwinkel  S  keinen  grodsern  Werth  beile- 
;eD  dürfen  als  tc,  so  folgt  daraus,  dass  y  ausser  5=0  noch 
iwetmäl  durch  Null  gehen  wird,   nemlich 

ifir  einen  Werth  von  ä  zwischen  5-  und  -j-,  so  wie 


9»         >9        »»    9t        »»  "7"  und  n. 


T 


Sonach  bietet  die  Gleichung  5)  drei,   aber  auch  nicht  mehr 
als  drei  Werthe  fflr  /S  dar. 

Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Theil  XVI.  \V 


I< 


ä  1 


S.1 


ed 
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also 

/5  =  90»>  und  M=UB\ni. 
/3=90o  gibt  aber 

folglich  hat  man  hier  ein  Maximum  und  zwar  ffir  den  PoL 

Man  überzeugt  sich  daher ^    dass  die  tSgliche  WSrme-  oder 
Lichtmeuge  vier  M.  M.  darbietet. 

Für 

S=0   oder  tgfftg/5=— 1, 

* 

d.  h.  für  den  Fall,  wo  die  Breite  ß  und  die  Declination  t  da 
Sonne  einander  entgegengesetzt  sind  und  sich  m  einen  RecUei 
ergänzen,  ist  abar 

dPuß:!s-^(x>9  also  tf=0  ein  Minimum. 

Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 

noch  die  zwei  übrigen  Werthe  numerisch  bestimmt,  so  wird  man 
vermittelst  der  Bedingung 

tgS^  sin5.cos^ 

entscheiden,  ob  man  ein  Maximum  oder  Miniraum  bat.  DieM 
Entscheidung  erledigt  sich  jedoch  einfach  durch  die  BemerknBj^ 
dass  die  Max.  und  Min.  .nur  abwechslungsweise  aufeinander  folgea 
können.    Da  nun  der  erste,  aus  der  Gleichung 

2iSa2  +  sin2Ä=0 

gezogene  Werth,  tg^  =  — t^»  ein  Minimum  liefert,    so  wird  dir 

zweite  Wertfa  von  ß  ein  Maximum  und  der  dritte  wieder  ein  U- 
nimum  ceben ,  während  vom  letzten  Werthe  für  ß ,  nemlich  ß=aSIV, 
bereits  bekannt  ist,    dass  er  ein  Maximum  bedingt. 
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Nimmt  man  Si  B«  di^  gHis^te  Declinatioii  der  Sonne  dssiWnS', 
*  ergibt  sieb  ausser  5=30  auch  noch 

5  =  1,99691....  oder  5=1 14025', 
>  wie 

5=2,51708  oder  5=144013'; 
g|3.tgd=  — C085  gibt  aber 

/?  =  43036'  und  15  =  61051', 
und  diess  gibt  ferner 

tt=r  1,1534  und  tt~:  1,1369. 
Maa  hat  daher: 

)    dn  Minimum...  tt=0  oder  ....  M<=0    in  der  Breite  ^66032'. 
)    ein  A|aicimum.-tf:=U534...od.ilf;^8,8U2..     „         4* 43036'. 

)    ein  Minimum...  11=1,1369...  od.  iV:s;8,686l...     „         -f61o50'. 

)    ein  Maximum ilf  =9,5571...     „  +900od. 

auf  dem  Pol. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme - 
iftd  Lichtmenge  fiSr  einen  grössern  Theil  des  Jahres,  oder  auch 
hr  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  umständlich ,  dieselbe 
hr  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen,  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
nireD.  Diesen  Zwecic  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 
ferenzen-Rechnung. ^ 

Es  ist  hier  völlig  senfigend ,  uns  die  Erdbahn  kreisfurmig  und 
llihimf  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
||fllfer:.]Uänge  ULgnch  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
i||qg«rliehM  Tage  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  könneü 
iirioii  «o  eher  machen,  als  physikalische  oder  örtliche  Ursachen 
^fk  wf^t.  bedeutendere  Modihcationen  eintreten  lassen. 

Die  Länge  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  l  und  deren  tägli- 
ihes  Wachstum  mit  A.  Unsere  Summationen  aber  können  wir 
I  Bejiiehune  auf  den  Variablen  k  und  dessen  constaotes  Wachs- 
ll^  h  dorchfähren,  während  A  an  die  Gleichung  gebunden  ist 

sindsssins  *  sinX,^ 

0  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet. 
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Wir  sind  nun  gen5thigt,  die  Formeln  3)  und  4\  m  amznrc 
men,  dass  eine  lotegration  in  Beziehung  anf  l  m5guch  int.  Die 
lässt  sich  in  Beziehung  auf  3)  nur  durch  eine  anendliche  Reil 
bewerkstelligen. 

Setzen  wir 

-;-3=  V  und  tg/J=2; 
sinp  ^ 

ao  haben  wir  aus  3) 


Hiervon  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  % 

,,_        .   ^  ,o       CGSÄ.sinS  .  cosJ.cosS.cZSs 
at/s=sino.a<S2 2 r x 

Elimlniren  wir  cos<S  vermittelst  des  Werthes  —2^,  so  ist 

rf  ü.  =  -  5??^^  =  -  i  ^r=SiS3«(i+^ 

z  z 


oder 


df7z  =  — ^(J~c.sinX«)4> 


wenn  wir 


sinf2(l  +  2«)=c 


setzen. 


Nun  konnten  wir  die  Wurzeigrusse  (1  — csinA^I  nach  dem* 
nomischen  Lehrsatz  entwickelo,  und  hierauf  die  Potenzen  \ 
sinX  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  X  und  dessen  Vielfachen  v 
wandeln.  Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  erreich 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinA  zum  Vorschein  komm 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen ,  so  sei 
wir 

(1— csin^*)*  =  oo  +  a,  cosA  +  a^coa^X  +  a^coaSX  + OaCOsnA . 

Nimmt  man   die  Differentiale  der  Logarithmen   beider  Seiten 
Beziehung  auf  X,  so  kommt 
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c.sin2A 


(2— c)  +  C.C0S2X 
OiSink  4-  2a2siD2A-|-3a3Sin3A, .....  -f  nonSinnk 

)a  im  Allgemeinen  ist 

sin^ . cosJ?  =  2  8m(A+B)i-  ^ 6m(A-B) , 

80  hat  man,    wenn  [man  die  Nenner  wegschafft,    als  Coefficient 
TOD  sinnA: 

2  eoa-^  —  2  con^t — (2  —  c)nan  —  ^  («— 2)caM-a—  5  (**  +  ^)  ^^+a  • 

Setzen  wir  diesen  Coefficienten  gleich  Null ,  und  ersetzen  n  durch 
»—2,  so  entwickelt  sich 

Setzt  man 

(1— c.sinA«)i=[l  +  j(e^^=*— e-^^^i)*]i, 

10  fiberzengt  man  sich ,  dass  bei  der  binomischen  Entwicklung  X 

m  der  Potenz  e^^'^^   stets    nur    in   Begleitung    eines   geraden 
C^fficienten  erscheint»  so  dass  sich  die  Coefficienten  an  mit  un- 

gradem  Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.    Alle  Coefficienten  On 
stimmen  sich  daher  in  Oq  und  o^,  welche  letzteren  unmittelbar 
za  entwickeln  sind. 

•40 

Oq  ist,   nebst  l,    der  Inbegriff  aller  der  Grössen,    welche  in 
len  Potenzen   (e^V=i— e-AV=i)2in     das     mittlere     Glied     aus- 

|llidbeQ;.:pnd  ebenso  ist  ^  %   ^^^  Summe   aller  derjenigen  CoefB- 

ieoten»  die  jenem  mittlem -Gliede  unmittelbar    vorangehen    oder 
•dh  nachfolgen,  d.  h.  der  Coefficienten  der  Grosse 

af  diese  Weise  findet  sich: 
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.    _c      .-    1.1  /c\«     fl-._LL3     /cV 

*  » 

o   /o       i\/o       o\    /    .  i\  1.1.3.5...,(2m— 3)  /c\" 
-2m(2«-l)(2m-2)...(m+l).     (t2.3....m)«     ' Cg-J    ' 

1      _£.  .  ^  y/£V  .  «:5    1.1.3/cY     8^  LL3.5/CY 
2*^—8  +*1.2U/  ^  1.2    1.2.3 U/  ^  1.2.3' O^iW  - 

* 

2m(2m— l)(2m~2)....(m+2)   U.3.5.^.(2iii-^) /c V 
+  1.2.3.... (m-1)  '        \3lZ.m        \»)  ' 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reiheu  um  ein  Glieds  indem  ich  du 
neue  Glied  an«  dem  letzten  durch  Verwandlimg  des  m  In  M^^I 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  anelosletz^ 
so  finde  ich  für .  die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgender 
Glieder :  # 


4(m  + 1)« 
und 

4m^ — 1 

4//Hm  +  2) 


c. 


Beide  Verhältnisse  sind  kleiner  als  Cy  nähern  sich  aber  dieser 
Grosse  desto  mehr,  je  grösser  m  wird,  und  gehen  nur  fdr  ir^od 
in  c  über.  Die  Convergenz  beider  Reihen  ist  daher  gesicfaerti 
sobald  c<l,   d.  h.  wenn 

sine«  (1+tgiS«)  <  1 ,  oder  sine  <  cos/S , 

mit  Worten,  wenn  die  Breite  den  Polarkreis  nicht  erreicht. 

Um  jedoch  auf  z^  zurückzukommen,  muss  dXJ%  in  Beziehung 
auf  z  integrirt  werden,  und  es  fragt  sich,  ob  obige  Reihen  aucn 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar  sicl^  zeigen. 

Wir  haben  daher  zu  vergleichen 

c*" 


2    niit 


oder   bei   Vernachlässigung    des    gemeinschaftlichen   CoefBcienten 
«in«*" ; 


±i!L"  „u/ 


%^ 


1«3 

Sa  ist  aber 

j«       -,«+"»+     1.2       *   +  1.2.3         *^+-» 

'(1  +  ««)"• 


/ 


2« 


/fz 


1    . ,  m(m+l)  2*  ,   m(m — l)(m— 2)  «• 


2  mag  positiv  oder  negativ  sein »  so  ist  für  alle  Werthe  von  z^  l 

jedes  Glied  der  obern  Reihe  grosser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnung  in  der  untern  Keihe,  mit  Ausnahme  des  Falles 
1=1,  wo  die  absoluten  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
l^icb  sind,  nemlicb  =1.    £&  ist  daher  um  so  mehr. 


f: 


^(f^dz    ^  c"» 


^  z«      ^  z« 


als  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer  Grössen  vorstellt,    wäh- 

rend  -^   eine  Summe  grösserer  Glieder  ist. 

z 

^ 5 stets  positiv,  und 

ffir  %  negativ  und  >1>-  »>  >»  9»      negativ, 

mU  dem  einzigen  Ausnahmefall  f?i=0.    Es  ist  aber 

.  m(w— t)(m— 2)^,,     *  \, 

WO  da&  negative  Zeichen  für  das  positive  z  und  das   positive  für 
"  das  negative  z  gilt 

X  mag  so  gross  sein,    ali^  es  will,   kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht, 
80  dass   jedenfalls  in  der  Entwicklung  von    ü  die  später  folgen- 
\  den  Glieder  bewirken,  dass 

I  ^      Pff^dz      £^ 

I  J     z^     ^  z^ 

.  wird.     . 
i- 

s         . 
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Um  diesen  umstand  herbeizofährep ,  hat  man  nickt  einmal 
nOthig^  auf  einen  hohen  Werth  von  m  anzusteigen,  denn  wir  haben 
uns  Bereits  überzeugt ,  dass  Convergenz  nur  dann  erreidit  nird, 
wenn 

cos/S^sioe» 

welches  gleich  ist  mit 

z  <  GOtgC  . 

Nun  ist 

cotgf  =  2,3035 

und  da  z  nicht  einmal    diese  Grosse  erreichen  darf,    so  MigC 
sich  in  obiger  Reihe  filr 


(1+2 


^:f  rQ±^ 


2« 

höchstens  das  dritte  Glied  als  negativ»  so  dass  schon  der  Werik 
fn=3  diese  Differenz  positiv  macnt  ^ 

Die  Reihe  fflr  ü  oder  ti  zeigt  sich  daher  noch  branchbOT 
als  die  für  düz. 

In  Beziehung  auf  die  Anwendung  der  Formel  6)  rar  BesfiB" 
mung  des  CoefBcieiiten  04  ist  zu  bemerken ,  dass  das  erste  Glied 
in  der  Entwicklung  von  (l — csinJl^)!  den  übrigen  conform  sein  muss, 
d.  h.  es  muss  die  Form  haben  vcosoA  oder  vcoso.    Soll  aber  die 

Grösse  c"'^"^  +  c—»»'^~*  einen  Cosinns  darstellen»  so  muss  ihm 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
CoefBcient  ün  stets  der  gedoppelte  Coefticient  von 

in  der  Entwicklung  für, 

ist. 

Die  Grenze  des  Verlustes,    bei  beliebiger  Abbrechung  unse- 
rer Reihe 

a)  00  +  a2Cos2A,  +  €r4COs4A ....  -f  a2nCos2nk 


165 

lUst  sich  am  Elnfaehsten  dadurch  bestimmen,   dass  wir  das  Bi- 
oomhim  (l--«6inl^)2  unmittelbar  entwickeln,  wodurch  wir  erhalten 


b)        1—2  csinX«  —  p.  j^  c«sinX*  -  ^S  *  1X3^*®*°^* ••" 


J_   M.3.5^(2iii-8) ^.s.^ 
—  ""2«*       L2Ä...W  ^    ' 


Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Reihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sin^  in  Sinus  von  X  und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinil^^  der  2i»fa£be  (2}iiX) 
ist,  woraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Giiede 

1    1.1.3.5 (2m-3)       .  ,^ 

or-t— — f-5-s ^c«smiL*" 

2™  1.2«3u..m 

abbricht,  in*  a)  keine  hohem  Potenzen  von  c  erscheinen  werden, 
ab  c*",  und  dass  demnach,'  wenn  man  nz=:m  macht,  und  io  den 
Coefficienten 

die  PotenJBen  von  e  nur  bis  auf  c**  ansteigen  lässt,  in  a)  auch 
kein  einziges  Glied  verloren  gegangen  sein  wird,  so  das«  beide 
Rdhen  voUständig  den  gleichen  Werth  haben  werden. 

,  :liisst  man  nun  in  b)  m  um  die  Einheit  wachsen.,  so  erh&lt 
äsB  dadurch  das  (i]t-f2}te  Glied,  und  dividirt  man  diess  dureh 
das.(iit4'l)ste,  so  ist  das  Verhliitniss  derselben 

2m  — 1 
Der  CoefBcient   ^     ,  ^^  ist  stets  kleiner   als  c  und   nähert  sich 

bloss  der  Grösse  c,  wenn  m  wächst.  Es  ist  also  auch  Jliese  Reihe 
convergent,  sobald  c  <  L 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 

a  +  ae  +  ae^  + ....  a€"+* 


IM 

aber  ist 

c»— l 

i=  a. 1  • 

«—  1 

Lässt  man  jedoch  die  Reihe    mit  dem  Gliede  e"*  beginnen,  so 
setze  man  nar  a=e*"  und  dann  hat  man 

c»— 1 
kt  «  ein  Bracht  und  gleich  ^,  so  gibt  diess  für  fi=Qo 


woraus  folgt«  dass  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  gleich 
ist  dem  —^^T^  fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoeh 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  fallenden  Coefficienten  be- 
gleitet,  wie  diess  wirklich  in  b)  der  Fall  ist,  wo  c  ffir  ^  steht, 
so  erreicht  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  nicht  eiinil 
das     J^  -fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 

Hat  man  sich  daher  über  den  Grad  der  beabsichtigten  Schärfe 
der  Rechnung  entschieden ,  so  wird  man  in  der  Formel  b)  das 
Glied  bestimmen  9  mit  dem  man  abzubrechen  bat.  Ist  es  das  Glied 
c^.sink^,  so  wird  man  auch  nur  die  Coefficienten  a  bis  a^  be- 
rechnen, in  denselben  c  bloss  bis  auf  die  Potenz  c^  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  o^n  cos2nA  endigen.  So  wird  man  end- 
lieb  haben 


u=-f"^ 


-i-a^cos2X  -f  q4Cos4A, -{-  a2nC062nk  ^      ^ 


1' 


wo  C  die  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von  X  sein  wird.  Um  diese 
Constante  zu  bestimmen,   gehen  wir  zurück  auf  die  Gleichung 


,.,            cosd.sinS 
f/t/a= 5 — 


z* 


deren  Integral 


167 


y^_^S£^^dz+C 


Win  anderes  ist,  als  das  obige»    Demnach  ist 

/cosA.siDiS  ,    .  ^        .  •  o  .  cos«.sinS 
pi — dz  +  C:=sBinQ.S+ • 

lotegriren  wir  per  partes»  so  heben  sich — ^       gegenseitig 


auf,  und  es  ist 


-/^- 


eosd.cosjS<2&  -|-  C=sin^.5  • 


J^setze  ich   cosiS  durch  — ^.tgd,  so  ist 

f  ainddzdSz  +  C=sind.iS 
<>der 

sind .  iS -|- C=sind.  5, 
folglich  Csssa     Somit  haben  wir 

I 

^,                 .   ^  Pao+aofi082k-i-a±co8iL„.-i-amnCos2nk  , 
7)     «=— sin/5y ^5 r—^dz. 


Seixe  ich  nun 


so  kommt 


16S 

Von  den  Integralen 


lässt  sich  leicht  das  nachfolgende  durch  das   vorhergehend« 
stimmen.    Blan  hat  nemlich  zuerst 

und  hierauf 


Eliminire  ich  nun 


/*(l+»2)»-id«. 


so  kommt 


^^^i)f(i±^^  =(H^+2,„y*(i±5!::id,. 


Setze  ich  nun 


s'n/Sy  p =^1, 


SID 


so  ist 


-4o= — cosß, 
Ai  =  sec|3  -^  ^IAq  , 


t99 


^8  =  5(s«cßH6^), 


^=  2^1  (secjS^r-i  +  2r^-0 . 


Cm  nun  in  den  Entwicklungen  von  a^,  OoV  Os**«*  ^^^  Coeffi- 
pten  von  h-   zu  bestimmen^  setzen  wir 

=l+«o  (^^;^«o  [ßj  +^\s)  +«ö  (^8/  + 

(1)/C\         (2)/c\^        (S)/cV        (4)/cV 

=««V8y+^  V8>)  +'^  w  +*^  w  + 

(*)/c\2         (3)/c\»        (*)/cV 

=«*  [ßJ  +^*  Uy  "'"'^  w  + 

(3)/cV        <*>/cV 


id  dann  hat  man 


,       (1)  ,  sing«      (  «  ^  /sine«  V     ^'^  .  /sinfi»\». 

t 

a)  ^  sine«       (2)  ^  /sioE^V      (3)  ,  /sine^Ns 

==-««  ^i"~8 — ^^  ^v"~8~"y  ^'^^  ^v"~8"/  """•• 

(«)  ^  /8in«2\«'   (3)      /sin«a\»      (4)  ^  /sin«a\4 


Nun  gibt  die  Formel 
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6— n  .  2(fi— 2),.     2 .  ; 

"-= rp;;  *•-*  +  nfe'^'-c  >*•-• 


nach  einander: 


1  8    ' 

1  8 

"6  =  7  (-öa+8a4-2-  - 1/4), 

1  8 

^8=9  (- 3^4  +  l2ae-3.-a5), 

/ 
1  8 


Macht   man   nun  die  gehörigen  Sub$tittttioiieD:  und  vergleicht  c 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  k-j  so  kommt 

(2)        1      («)  (2)        (3)         , 

«4  =5  (ßo+4a2  — «ä) 

«4  =^(^^0  +«2^  —«a  )       l     ^®  ^"^  **'®  "o  deren  doppelter  Wei 
^  /zu  nehmen  ist. 

(4)    1     (*)     ^  (4)      (ö) 

«4  =5  (««    +4«Ä    — «2   ) 


(')        1  (3)  (S)  (4) 

cfe  =  ^(— c^4.8a4  — 2a4  ) 

(4)        1  (4)  (4)  (6) 

ö«     =7(— O2+804    —204) 

(ö)         1  (5)  (ö)  (6) 

«6      =7  (—02+8^4    — 2^4   ) 


(4)        1  ^(4)       _    (4)      ^    (5) 

«8    =Q(-3«4  +  12ag-3ae  ) 


[: 
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(*)  1  (6)  (6)  (6) 

«10  =11  (  — ßöfl  +16a8  — 4c^  ) 


Berechnen  wir  nun  a   numerisch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tabeUmsch  dar,  so  haben  wir 
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«0 


(1) 

«0 


=  -2 


(2) 


«0 


=— a 


«0  =-10 


(4) 
«0  = 


(5) 


«0  =  — 


(6) 

«0  =  — 


(r) 
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4 

441 
2 

4851 
4 

14157 


(8) 
«0  = 


(9) 


a. 


(lo) 

«0   = 


2760615 
64 


8890825 
32 


112285459 
64 


(1) 
«a  =2 


«9  =4 


«a  =15 


(4) 
«8=70 


(6)   735 


(6) 

oj  =2079 


(7)  99099 
«a  =-g- 


(^)   306735 


Ct.r 


(9)   15643485 


«2   = 


32 


(io)_  51038845 


«4  = 


=--l 


(8) 
«4  = 


-6 


(4; 

«^  =—36 


(6) 

«4  =-210 


(6) 


(r) 
«4 


10995 

8 


33033 
TT" 


(8)    429429 
«4  = «— 


(9) 
«4 


1422135 


ö. 


(10)    153116535 


4   — ' 


64 


(3> 
«^  =1 


«<i=10 


(5)  31 
^  =1 

(«)   1 


(n  33 

«6   =- 


(8)   11 
«6  =  — 


(«)  33 

«6  =  — 


(lo)   1 

«6   =  - 
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93 


(6)        7 

«lo      =J 


(«) 

«»10 


2 


W      30031 

"lo  —    8 


tl95 
[6 

(765 

r 


78196 

i6 


(8) 
«10 


(») 

l«io 


15015 


646975 
16 


ao)     237863« 
«10  —       8 


(«) 
'n  = 


(r) 
«n  = 


(tl) 

«1«  = 


(«) 

«1«  = 


2t 

"5 

231 
4 

6435 

8 

36465 


(»o)_     11778196 

«1. Jvjg 


<r)      33 

«14    —  g- 


(8)     429 


(•)      1Ö9395 
«i*  =-64~ 


(10)     692835 
«14    =     32 


LVI. 


13 


t 


•■ 
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Die  GleleboDg  4)  aber  gibt 

9)    iir=:248iD/}^iDf.mA. 

Nqd  ist  bekanntlich,  wenn  man  das  constante  Wachsthnni 
durch  h  darstellt : 

sin9(:r  +  ^  ä) 
Sco8qas= 1     '     ■  +  Const 

2sino9^  I 

^  r      wo    iS    das    Summi 

I  /  zeichen  vorstellt. 

2sin^^A  ? 

Will  man  nnn  die  Snmmen  der  n  -|-  i  Glieder 

sin^ra  ^  sin^(a-fA)  +s\nq(a+'2h)  *...  +8inq(a+nh) 

und  y 

cosi/a-fcos9'(a-f  A)  +cos9(a+2A) +cos9(a+nÄ) 

haben  ,  so  hat  man  obige  Integrale  zwischen  den  Grenzen 

x:=^a  —  h  und   xz=za-\-nh 
zu  nehmen,  und  diess  gibt 

1  l 

sin9(a  +  s" wA)sin  ^  qh{n-{' I) 

^sin^^o:  = *— I , 

sin  ^  qh 

GOsq{a-^c)'nh)sm^qk{n\-  J) 
Scosqx  = = —  . 

sin  2  qh 

Da  das  Wachsthum  A  in  unserm  vorliegenden  Falle  die 

genzunahme  der  Sonne  in  einem  Tage,  folglich  kaum  =^ 

konnten  wir  bei    unserer   beabsichtigten  Summation  in  Bezi 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliederu  qqh    statt   sii 

setzen.    Ist  l  die  am  ersten  Tag,    Mittags  12  Uhr,  stattfiE 
Sonnenlänge,  so  haben  wir  aus  8)  fär  m-f  1  Tage: 


5tis(fii41Mo 


cos4(;L'  +  2  w»*)»i»2Ä(m  +11) 


cos2n(A'-|-ö  mA)  siimA(m + 1) 


i« 


+'^*"-  «naÄ 


Eben  so  liefert  9)  für  m  +  l  Taget 

I  . 

Die  Formel  10)  reicht  beinahe  für  die  ganze  bewohnte  Eide 
*Q6,  ivähretid  11)  nur  fär  die  Polarländer  anwendbar  ist. 

^ '  Bestimmen   Vir    nun   für  die  gemässigten  und  Tropenländer 

die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.    Nehmen  wir 

das  Jahr  zu  365^4  Tagen  an  und  wählen  die  Län^e  eines  solchen 

Ortes,  welcher  um  Mittemacht  sein  Frfihlingsäquinoctium  hat,  so 

fälUt  dieses  Aequinoctium  nach  einein  Jahre  auf  6  Uhr  Meißens, 

wo  also   die  zweite  Hälfte  der  Nac^t  weder  Wärme  noch  Licht 

liefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctium  auf  Morgens  6  Uhr,  so 

käme  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so  dass  hier  V2  Tag  welter 

in  Rechnung  zu  bringen  wäre,  und  zwar  bei  der  Declination  ^=0. 

Man  wird  daher  nur  unhedeutend   von  der  mittlem  Wärme-  oder 

Lichtmenge  abweichen,  wenn  man  der  Summe  für  365  Tage,  das 

(»rste  Aequinoctium  für  Mitternacht    angenommen,    nach  -.u,  für 
^=0,  beisetzt,  d.  h. 

1         i        ^ 

4  tt=F4C08p. 

^  Noch  einfacher  erreichen  wir  unsern  Zweck,   wenn  wir  ioter- 
Miren,  und  setzen 

Ä(l4-iit)=27C. 
^  wir  nun  haben  k*ss^h,  so  ist 
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und 

folglich  die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  Jahre« 


oder 


12)      Silf=^iJo=279Q.34o 


Wollen  wir  die  Wärme-   oder  Lichtmenge  eine»  Jahres 
den  Aequator  bestimmen,  so  ist  ß=0  und 

folglich 

='-<^H'-T)"-<lb'-xC^-"'(T^"- 


Nun  ist 


log  (^'')  =0,2971462-2 


und  diess    ^ibt 


und  endlich 


-4  0=0,9591 


Silf=2676 


für  den  Aequator. 


Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  /5=90^ ,    ®^ 
haben  wir  es  hier  nur  mit  einem  halben  Jahre  zu  thun,    so  da^^ 


sin{k'-{-^mh)  =sin^=l 


und 


sin^r  Ä(m+l)  =  sinö-  =  J 


folglich 
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13)      silf=^"i==llll 


D    Pol. 


le  dem  Aequator  in  einem  Jahre  zugeföhrte  Wanne-  oder 
lenge  ist  also  2,  4  oder  2%  mal  grösser^  als  diejenige  des 

ie  Fruchtbarkeit  eines  Landes  hängt ,  unter  Übrigens 
hen  Umständen,  hauptsächlich  von  der  demselben  zuge- 
D  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  den  in 
dischen  Temperaturen  stattfindenden  engen  Grenzen  anneh- 
dass  für  dieselben  Gewächse ,  z.  B.  für  dieselbe  Getreide- 
ie  Summen  der  Wirkungen ,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
eife  zu  bringen,  gleich   sind. 

^ir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
ben  Fruchtgattung  für  die  Breite  ß  gleich  t,  für  die  Breite 
»  die  von  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
Lichtmengen  gleich  M  und  M\  so  wie  die  Wärmemenge,  die 
rdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  eleich  m 
/.  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Mengen-Einheit  der 
e=:l  und  die  Wirkung  der  Mengen  -  Einheit  des  Lichtes 
tr,  so  haben  wir 


'    l+ir  '  1+to 

a  ilf,  M'  t  t  und  t'  bekannte  Grossen  sind,  so  gibt  diese 
lune  die  zwischen  7-7~~    und  tt"  stattfindende  Relation  an. 

e  man  für  die  Breite  ß  und  eine  neue  Breite  ß"  eine  zweite 

mog  aufstelleiJ,  so  könnte  man  \-Yc  eliminiren,  und  dadurch 

si(;h    eine    neue  Relation   zwischen    m,  m'   und  mf'  dar- 

1. 

ei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mansch  in 
'  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
Gleichheit  der  Umstände  herbeizuföhren. 

Collen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtnienge  bestimmen, 
e  Sonne  in  der  Zeit  T  dem  ganzen  Erdbälle  überhaupt  zu- 
so  können  wir  uns,  da  stets  £)ine  Halbkugel  v6n  derselben 
htet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols, 
ind  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdl  in  einer 
e  mitgetheilte  Menge 

=  jB^r//3dfA.sin^, 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beliebiger  Breite /Sood  beliebiger  LSnge  4 
gewShlt«  und  den  Halbmesser  der  Erde  =12  gesetzt  baben. 

Die  dem  ganzen  Breitenkreise  mitgetheilte  Meoge  ist  daher 
=:2nR^dß8inß.co8ß=znR^sm2ßdß. 
Die  Integration  gibt 

=  «Ä«(— g^cos2j3+C), 
und  zwioehen  den  Grenzen  ß^=K  und  |?=0 

folglich  so  viel,  als  ein  grosster  Durchschnitt  der  Erde«  den  die 
Sonne  senkrecht  bescheint,   empfangen  würde. 

Diess  gibt  in  der  Zeit  T 

was  für  ein  ganzes  Jahr  liefert  ^ 

365,25.24.««^  =  27539. /2* . 
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ber  die  Yon  Polaren  und  Asymp* 
totenehorden  umhüllten  Cniren. 

Von  i 

Herrn  O.  Bermann, 

Hülfslehrer  am  Gymnaaiam  zu  Wetzlar. 


(Fortsetzung  des  Aufsatzes  in  Theil  XIV.  8.  382.). 

1. 

Nachflein  die  Einhüllungscurven  betrachtet  worden  sind, 
le  durch  Verschiebung  des  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
!D,  wenden  wir  uns  zu  denen ,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
igen  der  Directrix  bei  imrerändertem  Pole  bedingt  wird. 
Aenderungen  der  Directrix  können  ihre  Form  oder  ihre 
e  modificiren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  lässt  sich  inl- 
ine Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
Ibe  Curve  erzeugen  würde;  doch  nur  in  wenigen  einzel- 
Fä^en  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
trix  und  umgekehrt  zu  übertragen,  so  z.  J3.  im  Falle  einer  , 
linigen  Bewegung,  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  dersel- 
geraden  Richtung  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
trix  in  gerader  Richtung  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
:ungen  zurückgefährt 

ndem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Directrix 
weiter  betrachten,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
der  Aenderungen  zweiter  Art  möglichen  Annahmen  ber- 
hoben  werden,  der  Fall  nfimlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
einen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
in ein  Gleiten  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
erwähnt,  auf  das  Frühere  reducirt  werden  kann.    Dass  eine 
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concentrische  Ereisbewegaiig  des  Poles  (in  enff^tgpngcaetziea 
Richtung)  bei  ruhender  Directrix  hier  nicht  sobstitairt  werden 
kann,  erhellt  sogleich  bei  näherer  Betrachtang, 


11. 

Betrachten  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  des  Pol^  ^>  j' 
eingehüllte  Curve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinkliges 
Axensystem  gedacht,  dessen  Anfangspunkt  in  den  Hittelponkt  der 
Directrix  fällt. 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win- 
kel (o,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  unverän- 
dert übenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  beKogen  ist, 
zu  denen  man  durch  blosse  Drehung  der  frfiherep  Axen  (ohne 
Verschiebung)  um  denselben  Winkel,  aber  in  en^egengesetzfer 
Richtung,  also  um  — od  gelangt.  Die  hier  gOltigen  Transforma* 
tionsgleichungen  sind  aber 

ar=ariCOs( — ©) — yisin( — cd),  oder  a?=:5fisino-f-<^iCoso, 
y— a:isin(— a>)  +y|Cos(— cd).  y=yiCOSCD— J^isina 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  aus,  die  nrsprSn^ 
liehe  Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  Haopt- 
axen  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chung 

1)  a^y^±b^x^z=a^b^ 

oder 

y^+ßx^i-e=0,  wo  ß=±^s  «=—&«. 

Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  ober  in 
2)  (cos^w  +i3sin2%^— 2(1— j3)sinGjcosG)ury+(sin2a)+)?cos«(»)ar«+€=0, 

Gleichung  des  um  den  Winkel  cu  gedrehten  Kegelschnittes. 
Setzt  man 

l+cos2ö}       .            1— cos2g}  - 

cos*w  = ö y  sin^tj= rt *  l-fp  =  w,  1  —  p=:n; 


also 


2     1/9-2        l  +  /5  +  (l-^)cos2w      m+wcos2» 

,  „    .  ^       «        l  +  ß  — (1 — i5)cos2a)      m — ncos2Q> 
»in*(ö+  ß  cos^  (0=2  —— — V""^^ == 2 ' 
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esultirt  für  2): 


a         ^ytsip'ico  m — »cos2qi   ^  2g ^ 

^       JA  +  7icos2q)  ^  "*^  wi + »cos2o)  »I  +n cos2a)'~ 

den  Kegelschnitt 

y« +2aary  +  ßx^  +  2^^^  +  2ia?  +  e=0 

r 

aber  die  Chordale  des  Poles  (x',  y'):    ' 

hier  ist 

— 9tsin2(»      ^   ?» — ncos2o)  *     /^  2c 


m  +  ncos2(ö*  '^' 7/i+wcos2ß>' '  *     '  m  +  2tcos2(»  ' 

10  Gleichung  der  Chordalen  des  gedachten  Kegelschnittes  för 
i  Pol  x\  y'i 

'         ^     m+ncos^lcD    ^^ 

fm — ncos2a)    ^  wsin2a)        A  26 

\  m  +ncos2a)      ""  m+  9tcos2co  ^  z^"*"  m2ncos2ca=0 

sr 

i)  n  cos2G)(y'y — a;';r)— nsin2a)(:r'2(  +y^)  +  vn.iy'y  +  j:'^:)  +  2«  =0. 

tzt  man  also  abkürzend 

ify—xfxz^Ay 
x'y-\ry*^=B, 

2fi     ^ 
y'y^x'x^—=Ci 

bat  man: 

6)    n  Acos 2w  —  n  Äsin2a)+  iiiC=0 . 
e  Differenzialgleichung  nach  to  ist 

7)    £cos2eo+ilsin2(o=0, 

cos2o)c= — -gsin2(u.^ 

ies  in 

cos^2g>  +  sin*  2c»=:  1 
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substituirt«  gibt 


6in2a)= 


7yr===^,  also  cos2c»= -7====i=^  • 


Dies  in  6)  substituirt,  gibt 


«^*    \^,^^_„c=o 


VA*  +  B*     V  A'  +  B* 
oder 

qoadrirt: 

woraus  sich  endlich  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Umhfiilo 
curve  ergibt  :< 

8)      n2(^HÄ*)  — W^CarrO. 


III 


Betrachteri  wir  diese  Curve  näher. 


^=0  oder  a:'y+ya:=0  ist  die   Chordale    des  Systems 
Kegelschnitt  betrachtet)  der  beiden  Coordinatenaxen  selbst,  ( 
die  durch    den  Mittelpunkt  der   Directrix   j^ehende  Linie,  we 
parallel  der    zweiten   (nicht  durch   den   Pol    gehenden)  Diago 
des  für  den  Pol  .r',  y'  construirten  Coordinaten- Rechtecks  is 

^  =  0  oder  y'f/ — a:'a:  =  0 

schneidet  die  vorige   im  Mittelpunkte   der  Directrix  rechtwin 
und 

2s 
C=0  oder  y'y+a:\x  +—"=0 


ist  die   Chordale  des  mit  dem   gegebenen  Kegelschnitte  coi 
trischen  Kreises  vom  Radius 
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V  -^  oder  ab^^~^^. 


Es  liegt  der  Gedanke  einer  Vereinfachung  unserier  Curve  dadurch, 
a«s  man  die  aufeinander  senkrechten  A=0  nnd£=0  zu  neuen 
)oordmatenaxen  nähme»  nahe;  doch  genügen  die  alten  Coordina* 
en  in  dieser  Hinsicht  eben  so  gut.    Es  ist  nämlich 

lod  €^iehung  8)  r^ducirt  sich  auf 

Gleichung  8)  lässt  sich  schreiben : 

Qiid 

(nB  +  mQinB'-'mQi-f^A^^O, 

i.  h.  der  EinhGlIungs-Kegelschnitt  ist  In  ein  gegehenea  Viereck  so 
angeschrieben  5  dass  auch  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
nnd,  und  demnach  leicht  zu  construiren. 

Es  erhellt  nämlich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen ,  dass , 
teil  dieselbe  befriedigt  wird»  wenn  gleichzeitig 


bt,  derselbe  durch  die   Punkte    geht,    wo  die  Linie  JB=0  die 
Widen  Geraden 

itil-f  mC=0  und  nA — mC==0 

idioeidet»  «und  ferner»   weil  JB  In  quadratischer  Form  erscheint, 
lass  jeder  dieser  Durchschnittspunkte   als    das  Zusammenfallen 


*)  Fährt  man  jene  Transformation  au«,  indem  man  B=0  als 
neue  Axe  der  X,  A=0  als  neue  Axe  der  .v  annimmt,  so  resnltirt.  wenn  man 
«nch  den  Fol  auf  die  neuen  Axen  bezieht  und  daher  2x'i/'=x",  p'^^^x** 
=9"  setzt,  vro  X*\  p"  dann  die  neuen  Coordinaten  desselben  sind: 

tht  nicht  so  einfoche  Gleichung. 
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sweier  Punkte  vertretend  anzusebai  ist»  d.  h.  dass  jene  beido 
Geraden  Tangenten  sind.  Ebenso  gebt  ans  der  Gfeidraiig  bervoi 
dass  die  beiden  Geraden 

nB-t-mC^O  und  tti?— mCsO 

den  Kegelschnitt  da  tangiren,  wo  sie  von  A=0  gesdhnitto 
werden. 

Es  ist 

nA+mC=0:  (l-/5)(y'y-^'x)+(1+ft(y>+x'x)+2f=0 

oder 

so  ivie 

nA^mC=Oi  ar'x  +  /Jy'y  +  «=0; 

erstere  nichts  anderes»  als  die  Chordale  der  Directrix  in  ihre 
primitiven  Lage,  letztere  dasselbe  für  den  (reGiproken)Pol»  dessa 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleieb  ist ,  und  umgekehrt 

Die  Coordinaten  der  Durchschnittsponkte ,  resp.   TangentU 

Sonkte,  sind»  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  variabeln  tm 
en  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 

von  B=zO  mit  nA  +  mC=0:^  x=  ^^^--^,  y=  ß^l^' 

-         '    "^-^''C=0:    >r=i^;^^,  y=ßy^i^j.^^ 

nB+mC=0  ist  (w.r'  +  my')y  +  (mx' +ny')x  +  2s  =  0 
oder 

oder  auch 

nB-mC=0   L^t  («a:'-wiy)^  +  (mo:'— «yO^— 2^=0 
oder 

oder  auch 


185 

JB— C=0  and  B+C=0 

nd  die  Halbiningslinieu  der  Winkel,  welche  die  Bz^O  und  C=30 
it  einander  bilden  (und  daher  auch  auf  einander  senkrecht),  undaueh 
idorch  näher  bestimmt»  dass  siö  unter  45^  gegen  die  Coordina- 
■axen  geneigt  sind,  weil 

£—0=0  oder  (a:'— yO.V+Cy'-^^  +  ^^0 
entisch  mit 


id 


Ä  +  C=0  oder  (a:'+yO»  +  (a:'  fy):r+|^-,o 


tentisch  mit 


S'+^+m(:»'+»')=" 


i\  die  Entfernungen  beider  vom  Anfangspunkte  sind  offenbar 

£V2  .       fV2 

^ ,    ,v  und 


mix'-i-y')  .       mipcf—y') 

legen    die  eine    dieser    leicht   zu  construirenden  Linien,    gegen 
)— C=0  nämlich,  ist  die  Gerade  nB'\-mC'=^^  unter  demselben 

Vinkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  /?  oder  4-  ^  ^^^>  geneigt, 
m  nB^-mC^O  gegen  die  andere,  B+C:=^0. 

Als  Coordinaten  der  beiden  hierher  gehörigen  Durchschnitts- 
niikte,  resp.  Tangentialpunkte,  ergeben  sich : 

fc  den  von  A=0  mit  nB+mC=0:x==^^^^^^J^^^^^,, 


«(a;^+y^)+2ma:'y' 


2£a:' 


w(j?'*— ^'*)  ' 


Das  dem  Kegelschnitte  sugehorige  Viereck  (er  mag  es  von 
Inen  oder  Aussen  berühren)  ist  demnach  leicht  su  construiren: 
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Man  bat  zuerst  für  die  Directriz  die  Choidale  des  gegebenes 
P  und  die  des  reciproken  Pols  {p)  zu  ziehen»  sodann  swm  Linien 
welche  gegen  die  neiden  unter  45^  in  sidi  entgegenstehender 
Richtung  und  in  gegebener  Entfernung  voni  AnfiuogspinÄLta  lau- 
fenden Geraden  unter  einem  gegebenen  Winkel  ceneigt  sind  und 
durch  die  Punkte  geben ,  wo  letEtere  sich  schneiden  — •  Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  diesen,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tangentiaipunkte  in  folgender  Weise  bestimmen:  Ftlr  das  ersto.jj 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte  >  wo  es  von  einer  durch  desj 
Mittelpunkt  derDirectrix  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  Ar 
den  Pol  construirten  Coordinaten- Rechtecks  parallelen,  filr  das 
zweite,  wo  es  Ton  der  auf  letzterer  Linie  im  Blittelpunkte  derDi- 
rectrix senkrechten  Geraden  geschnitten  wird. 


IV. 

Ist  die  Directrix  ein  Kreis  (a=6=r),  also 

|3:=1,  £=-.r»,  11=0,  m=2; 

so  reducirt  sieh  die  Umhiillungscurve  auf 

C=0  oder  y'y+a;'ar=r*, 

d.  h..  wie  naturlfch,  auf  die  Chordale  dieses  Kreises,  weil  in  ^ 
sem  Falle  die  Drehung  keine  Aenderung  bewirkt. 

Für  die  sjleichseitige  Hyperbel  ist 

/3=:-l,  £=— r«,  71  =  2,  111=0. 

Die  Curvengleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

d.  h.  auf  einen   der  Directrix  concentrischen  Kreis  vom  Radios 
,.  oder  -.  5  wenn  d  die  Entfernung  des  Poles  vom  Mittel' 

punkte  der  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis  ändert  sich  für  die- 
selbe gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegliegt 
Wennsich  daher  während  der  Drchunj?  der  gleichseitigen  Hyperbel 
der  Pol  auf  einem  derselben  concentrischen  Kreise  bewegt,  so 
hat  dies  auf  die  Umhiillungscurve  keinen  Einfluss. 

Der  Fall,  wo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  übe^ 
gebt,  kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  1)  denselben 
nicht  umfasst.  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
dalen  durch  den  Durcbschnittspunkt  der  beiden  Geraden  gehen, 
hier  der  Mittelpunkt  Omhülluogscurve  ist. 
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Die  Dmhiillittigflcorve  ist  eine  Ellipse,  wenn  die  Directrix 
«ine  Hyperbel  ist  und  umgekehrt.  Lost  man  nämlich  Gleichung 
fi)  auf«  so  ergibt  sich  nach  einigen  Reductionen: 

Was  fOr  die  allgemeiue  Kegelschnittsgleichung  cfl—ß,  das 
■•ißt  fär  nnsere  Ourve 

was  sich,  auf  denselben  Nenner  gebracht,  auf 

^  (l-ß)YH'''^ + y'^)  +  (1 4-  ß)^s>'* 

redocirty  dessen  Vorzeichen  nur  von  /?  abhängt,  da  ^et  Factor 
Ton  4ß  positiv  ist.  Ist  also  die  Directrix  eine  Ellipse  oder  ß  po- 
sitiv,  so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  d.  h.  stellt  eine 
B]^erbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß  negativ,  so 
seigt  er  eine  Ellipse  an. 

Aus  der  Betrachtung  der  in  HI.  entwickelten  Coordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  die  Seiten  des  erwähnten 
Vierecks  berührt,  erhellt  (indem  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mog- 
lieh  ist ,  wo  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,  weil  nur  dann  \^ß  reell   ist,  dass,  wenn  der  Pol  auf  einer 

h 

der  beiden  Geraden  y  =  4:X\/ß  oder  y^=^dt:'^  liegt,  die  Gerade 
iiif-|-mC=0  eine  Asymptote  der  Curve  ist, 

1  a     , 

•reimeTaafeinerderbeiden Geraden y==J: TT^oder^^rs+ra?  liegt, 

jtJ—mC=0 Asymptote  ist; 
-----  -  -        y^^izo;  liegt, 

nB — mC=0  Asymptote  Ist ; 

-     -    -      -  y=±\  ßzri^ 

»der  >  liegt, 

-----     -      -    y=^Ym'' 

uB-^-mCtsO  Asymptote  ist. 
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Das  Letzte  kann  jedoch  nicht  der  Fall  sein,  weil  |}<l,  also  ß-A 
negativ,  und  daher  y  ^^  und  y  ^~j  imaginär  sind. 

Die  fibrigen  Geraden  sind  leicht  zu  constndren:  g='i'-x  ist 

nämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Diree-^ 
trix  gehende  Linie,  derjenigen  panJlel,  welche  das  Ende  dergra^,' 

sen  Axe  mit  dem  der  kleinen  verbindet;  y=dzT^  steht  aof  der 

vorigen  senkrecht;  ^==4:.r  halbiren,  durch  den  Mittelpunkt  gehend, 
den  rechten  Winket,  welchen  beide  Axen  mit  einander  bil£n. 

Eine  nähere  Betrachtung  zeiet  ferner  von  selbst,  dass,  weo:! 
sich,  bei  beliebiger  Directrix,  aer  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bew^,  nur  die  Lage  der  Um- 
hiiilungscurve  geänd)?rt  wird,  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  Kich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  der  Pripherie  eines  concentrischen  Kreises.  Be- 
stimmt man  nnnilich  ans  den  Coefficienten  der  Gl.  10)  aaf  be- 
kannte Weise  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  sich, 
da  in  diesem  Falle  x'*-{-y'*=ir^  ist,  wenn  r  den  Radius  des  ven 
Pole  beschriebenrn  Kreises  vorstellt: 


Vo 


ßr^ 


also  auch 


1  ^1  -4-Ä^fi  *) 

Der  Radius  des  in  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  x  — g-—    » 

er  geht  fiir  j3=  — 1,  d.  h.  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  die 
Bewegung   des   Pols    im    Kreise    keinen    Einfluss   hatj,  in    einen 


Punkt  über. 


V. 


Betrachten  wir  zweitens  die  von  den  Asymptoten chordeo 
eingehüllte  Curve.    Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  zu  wählen» 

•)  Verlegt  man   den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt 
'  ÜmhulluneHCurve,  so  reducirt  sich  ihre  Gleichung  auf 


der  UmhnllungNCurTe 
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t 

IM  auch  das  System  zweier  Geraden    niqht.  ai^sgeschleaaeD   ist 
as  bei  dea  Chordalen  nieht  n5tbig  war.   . 

Wir  setzen  also 

.   ".     1);      y^  +  ^xxy-^ßafl  +  szsO 

k  CHeichuDg  der  Directrix«  d.  h.    geben  ^||ir  keine  '  bestimmte 
ihdtive  lii^e.    (Alles  übrige  wie  vornin). 

Die  Gleicbung  der  um  Winkel  co  gedrehten  Curve  wird  hier 

)  (cos^ + /S8in*aH-asin2a))y*+(2acos2a) — 2asin*a)— (1— /J)sin2a))  «y 

+  (sin^cD + /^cos^o) — as\n2€i})a!^ + « = 0 , 

lar  mit  Einführung  des  doppelten  Winkels«  so  wie  von  m  und  n : 

3)  (m-|-ncos2(u-f 2«sin2a>)^^  +  2(2acos2fo — nsin2a>)a:y 

+  (m— ncos2a>  —  2asin2o))a;^  •f-2€=^0 . 

Nach  einigen  Reductionen  resultirt  als  Gleichung  ihrer  Asjrmp- 
lencborde^): 

(*^ ftf^\ 
y'y—'w'x  + 2^J+ 2'*(^'»+»'^-"^'»0]cos2o» 

Setzt  man,  wieder : 

yy--^^+ 2   ""^^ ' 

J  ^ 


*)    Fär  'd«n  allgemeinen  Kegelichnitt 

p*+2axy+px*+2yp+2dx+t=:0 

kümlieh 

{p''i^uX'+y)p+iap'+ftx'+i)X^l0f^*+2ax'p'i^X'*'^f)^ 

^  Gleichong  der  Aaymptotenchorde,  und  hier  ist 

S'l       t     Stif9dfl8«— IftinSo^     '   ,     _  m— Iico82c0 — ^2««in2»  »_^ 

Jn-fllcot2ai42a8in2oii'         '^    m -|-ncos2af-|-2a»in2af     ' 

--  2» 

für  e ; 


l»-f»cot2M-faatin8ai 
*t  «etien. 
TkeiJ  %VL  \^ 
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00  geht  4)  über  id 

5)    mX7+M+2«jB)co82»+(2iBL*-i|fi)M©B«==fl» 

Die  weitere Entwickelung (Differenzirong und  BllmiB^iM  miA 
ist  der  früheren  identisch.  Die  gesuchte  Gleichung  im  Vmtm 
inngscnrve  ist  deinnach 

6)  (fiA  +  2aB)^  +  (2ai4-nß)«— m«C»=0 

oder 

7)    (n«  +  4a«)(2l«+B«)— m«C*=0. 


VI. 


Entmeicelt  man  Gleichung  7),  so  resultirt 
oder 

8)    (.-%y 

+(2'-!)  -(«H4a2r(^'q^)[»'(2r-|')+*'(^-|)  +  il  =^ 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  Punkt  0'%* 

d.  h.  in  den  Halbirungspunkt  der  Linie,  welche  den  Mittelpunkt 
der  Directrix  mit  dem  Pole  verbindet,  und  lässt  die  Richtung  der 
Axen  ungeändert,  so  geht  8)  über  in 


.  • 


x^ 


wo  auch    x'  und  y'  nicht  mehr  die    früheren,   sondern    die  auf 
diese  neuen  Axen  bezogenen  Coordinaten  des  Poles  sind,  oder  in 

«>  ^+y'  - 4in-+4 J!l'»+y^)  (y'y + ^^ + ^)'=o  • 
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Di«  Chitiflilütigscitrte  ist  demBach,  t?ie  ans  der  Vergleichmig 
it  der  .früher  för  die  Chordal,eii  entwickelten  Gleichung  erhellet 
esei^  gams  ähnlich  und  unterscheidet  sich  nur  durch  ^{rfi-{-ict^) 
att  des' früheren  rfl. 

Für  EHjy^grkupa  Hyperbel  kann  a=±0  gesetet  werden,  indem 
an  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordaicurve  als  primitiv  ange- 
ebene  Lage  auch  hier  annehmen  kann.  Es  würden  sich  beide 
brven  also  nur  durch  ihre  Lage  und  durch  die  Modification, 
reiche  2n  bei  dieflfer  statt  n  bei  jener  bewirkt^  unterscheiden.  Die 
ier  mit  Az=Qy  Bz=0,  C=^0  bezeichneten  Geraden  sind  den  frü- 

eren  parallel ,  A=0  oder  *^4-~/=l  ist  die  Asymptotenchorde 

es  Systems  der  beiden  primitiven  Hauptaxen^  geht  also  nach 
er  oben  erwähnten  Verlegung  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
ngapunkt,  und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
BT  früheren  B=sO  für  die  alten. 

il=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordatcurve  in  der  bloss 
«der  Lage  des  Pols  abhängigen  Entfernung  ■■^ ;-j^r==  parallel. 

C=sO    ist    die    Asymptotenchorde^)     des    mit   dem   Radius 

r  ^Z?  oder     ,    ^  ■■■r'  a«*    dem  Mittelpunkte    der   Directrix    be- 

liriebenen  Kreises«  und  in  diese  geht  dieUmhüIlungscurve  über,  wenn 

g      j.a 

e  Directrix  ein  Kreis  oder  w=0  ist,   wo  TT5=  o  »"Si**  »'•<> 


C=0:3,'y  +  ..'^=^flt^'-l 


ie  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
feobar  cUts  Viereck  und  die  Tang^ntialpunkte  leicht  zu  construiren« 

Ist    die  Directrix    eine   gleiseitige  Hyperbel,    so    geht    die 


t^ 


imhfillungscurve  in  den  Kreis   ^^  +  y^= 4/^21.  /^x  öher,   dessen 

(jgdias     ö-j  ist.    Er    unterscheidet  sich  von   dem    früheren    da- 

ittreh,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Halbirnngspunkte  der  Geraden 
legt,  welche  den  Mittelpunkt  des  ersteren  mit  dem  Pole  ver* 
»indet,  und  dass  sein  Radius  halb  f^^  gross  ist.  Auch  hier  gilt 
linsichtlich  der  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  aas 
Tüher  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  in  Gleichung  9)  €=:0  zu  setzen« 
b  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  il=0,  A=0, 


^    Die  Asymptotenchorde  des  Kreises  3BF\y^'\'e=X^  ist  nämlich  nach 
iMi  Fftheren 
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C=0   m    einem    Punkte.     C=0  ist    nämlich    jetit    in    den 

alten  Coordinaten  y'^-f-ar'a:= — 2^*  ^'  ^'  ^**   ™  Halbirong»- 

punkte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  der  Directrix  Terbin- 
dende  Gerade  errichtete  Perpendikel  und  A^^OLso^e  3=0  gehen 
durch  denselben  Punkt «  welcher  der  neue  Anian|psponkt  ist,  da 
sich  «4=0  schreiben  lässt: 


und  Br=:0: 


*'(»-2^)+»'(^-f)="- 

(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind«  ist  bereits  bakaiuiQ, 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  llait 
sich  Dasselbe  nachweisen **). 

Hierin  liegt  auch  noch  folgender  Satz,  indem  man  mA 
ß=:0  denken  kann,  also  das  System  ^^— «2a:r«=:0  oder 
ff(y — 2cta:)  =  {i,  d.  h.  die  Axe  der  x  und  eine  sich  im  Anfangs- 
punkte drehende  Gerade: 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  anl 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einerund  derselben  Gera- 
den, so  schneiden  und  halblren  sich  die  anderen  Diagonalen  in 
Ualbirungspunkte  der  ersteren  **). 


')     Es  ist  uamlich 

oder 

{X'^\r^)X=:X'(^"'Y^^^ 
,Xr=z\x\ 
Dies  ip  C=0  siibstituirt,  gibt: 

,    ,  x'^     x*-\-y'^ 

y'y—^— 
y^\y*. 

**)  E«  versteht  sich  zwar  von  selbst,  dass  die  zweiten  DiagonaleB 
der  Parallclograrnrae,  die  bereits  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  haben, 
«ich  iinHalbinmgspnnlite  letzterer  schneiden  (und  halbiren);  doch  ist  der 
obige  Satz  keineswegs  «eines  Inhaltes,  sondern  des  eigenthumlichen  We- 
ges seiner  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 
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Nachschrift. 

\  * 

Zu  seinem  früheren  Aufsatze,  von  welchem  der  vorhergehende 
ie  Fortsetzoog  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  ein- 
esandt.  Er  bittet  nämlich  die  geehrten  Leser,  in  ThI .  XI  V.S.  384.  statt 
erWorte:  „AusGleichung  (1)  ist  ersichtlich"  bis  „schnei- 
en sich  in  einem  festen  Punkte"  gefälligst  das  Folgende 
a  setzen : 

„Aus  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Asymptotenchorden 
n  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poles  ein  Ke- 
elschnitt  von  der  Gleichung  ^2+iia^+j5j?* — f=0  ist.  Nun  ist 
tor  dieser  dem  gegebenen  Kegelschnitte»  der  Directm,  ähnlich 
od  ähnlich  liegend,  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten, 
rie  die  Chordale  des  Anfangspunktes ,  da 

^+2(Mry  + /5a:«-fs(iy«+2aa:y+/3ar*+2>^ +Mar+£)— 2(yy +  &r +  «; 
ider  ^ 

itj  und  hat  ferner  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte« 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Lehrsatz : 

„Schneiden  sich  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
lebnitte  in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
nach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
idmeiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare» 
Aeman  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zwei- 
ten sieht»  in  dessen  Centrum"  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Satz  (Cfr.  Plücker,  analyt.  Entwickelungen  B.  L  S.  6&» 
N.  127): 

„Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
Balbimngslinien  der  Tangentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
bn  eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht,  im  Centram 
ies  ersteren  " 

welcher  Satz»  wenn  mehrere  Kreise»  statt  des  einen  Paares» 
CMDbinirt  werden,  noch  weiterer  Ausdehnung  fähig  ist." 

G. 


f 
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m 

rei 

3 


HTeue  einfache  und  leichte  Kerleitnng 
der    Orundformeln    der   sphärfscdiei 

Trigronometrle. 

Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

Pie  Grundformelo  der  sphärischen  TrigoDometri«  kaon  oian 
bekanntli(;h  auf  verschiedene  Arten  ableiten.  Es  lässt  sich  dabei 
ein  rein  analytischer  Weg  einschlagen^  oder  man  kann  sich  einer 

geometrischen»    sich   an  eine  Figur  anschliessenden  ßetracbtuDg 
edienen.     8o  schön  die  erstere  Methode  ist,   so  dürfte  doch  fSt 
Anfanger  die  letztere  allein .  oder  wenigstens  vorzugsweise  geeig- 
net sein,  und  sie  ist  es  daher  auch,  welche  ich  für  jetzt  im  Fol- 
genden allein    im    Auge  habe.     Diese  geometrische  Alethode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  Einfachheit  zu  besitzen  ge- 
schienen,   welche   der  Elementarunterricht  fordert,    und  ich  bäe 
mich  daher,    so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  darbot, 
immer   eifrig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  als  die  gewObn- 
liche  umgesehen.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  dass  sich  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten,    und 
auch  die   Relation  zwischen  den    drei    Seiten   und   einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur,   und  leitet  dann  aus  der  letzteren 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mittelst    des    Supplementardreiecks   ab.     Aber    gerade    diese  so 
eben  erwähnte  Ableitung  hat,    so  schön  und  einfach  sie  auch  ao 
8ich  ist,  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zu  bewirkende 
Vergleichung  des  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Supplementär- 
dreiecke  voraussetzt,    für  den  Anfänger  immer  einige  Schwierig- 
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keit>  und  die  Betrachtang  des  Supplementardreieckes  selbst  soheliit 
mehr  der  Stereometrie  als  der  sphärischen  Triffonometrie  anzu« 
geboren,  weshalb  sie  auch  oft  in  der  letzteren  als  schon  aus  der 
enteren  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ge 
w5hnliehen  geometrischen  Beweise  der  Reiatioti  zwischen  mh 
diei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
^  Transformationen  in  Anspruch,  die  man  im  Interesse  der  Anfän- 
er  wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  mOchte. 
i^or  Kurzem  bin  ich ,  nach,  früherem  öfteren  vergeblichen  Suchen« 
nfiillig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  GrttndfortttÜlh 
gekommen,  welche  ich  in  der  That  für  so  einfach  halte,  dass  ich 
glaube,  dass  sie  wohl  verdient,  äüf  den  folgebd^n  Blättern  mit« 
«theilt  zu  werden.  Ich  werde  dabe»,  ohne  weitere  Erläuterung, 
m  bekannten  in  der  Trigonometrie  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


\t 


' 


$.2. 

Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ABC 
(Tat  III.  Fig.  3.),   wo  A  der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

Fällen  wir  von  C  auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  GA'  und 
CB',  und  ziehen  dann  A'B*,  so  ^teht  CA'  auf  der  Ebene  AOB, 
abo  auch  axdA'B*  senkrecht,  und  A'B*  steht  auf  OB  senkrecht. 
IMker  ist  d«r  Winkel  A'ffC  dem  Winkel  B  dea  rechtwinkligen 
fpUhrisdlien  JJteiecks  ABC  gleich. 

l  :    Äüii  lät 

\  CA-OC.smb, 


k. 

t  M 

i 


iL 


CA'^  CB^.äinBti^  0C.8ihM^B; 


OC.sin6=  O&sinasinfi, 


4sln6tz:sinasinfi,  und  eben  so 
ffsinc  =  sinasinC. 


Ferner  ist 

A'B'—  e'CcosJ?=  OG^nncösB, 

A'B'=  Oil'.sinc=:  OCcos&sidc  i 

f. abo 

OCitoacosAs?:  OC:<;6868inc, 
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woraus 

BUkacosB  =;=  coabamc , 

oder 

w>  I  sine 

C06^=  COSO  -: ; 

sina 

folglich  nach  I. 

!cosi7=cos6sinC,  und  ganz  eben  ao 
cos  C=:  cosc  si  n  fi . 

Endlich  ist 

_  OB'      OA'.cosc QCcos&cosc 

COSa—  ^p   :^        JJIJ—--  QQ 


also 


III.        cosa = cosftcosc . 


5.3. 

Sei  nun  ABC  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ein  beliebiges  sphSrifi 
Dreieck.  In  diesem  sphärischen  Dreiecke  falle  man  von  /. 
BC  das  Perpendikel  AD,  und  bezeichne  die  Winkel  BAD,  { 
durch  x,  y\  die  Bogen  BD,  CD  durch  u,  v;  das  Perpen 
AD  durch   w. 

Dann  ist  nach  I.  in  den  rechtwinkligen  sphärischen  '. 
ecken  ABD  und  ACD: 

sintr  =  sincsin^,     sif)tc  =  6in6sinC; 

also 

sin6sinC=sincsinJS , 

ond  daher  überhaupt: 

Isinasin£=sin6sin^ , 
sin6sinC=sincsinjff, 
6incsinil= sinasinC 

Ferner  ist  nach  I. 

sinu  .         sint; 

sine  *^     smo 


lach    IL    ■  '     \''*ir- r^.'  ♦  ■^       ü*  ■  .     «;•        «•:■■  ^ 

cosw:=seosmBmB f    cosy^cosvsinC; 
nach  I. 

■  •    I  t  •  • 

.  ^     Binto    ,  ^  siDfo 


sine '       sin6  ' 

lach  dem  Vorhergehenden: 

costfsinto  Gososinto 

sine  ^         smo 

ich  ist 

...     1      • 

Gosttcosvsimo'  .       .  sinttsino 

«»"^ ^^y =— KÄUET-'    ■'"*'""* =5f5Sinrc'  ■ 

weil  nun 

cosC^dby) = cosorcosiy  T  fiiD^fiiny 
(0  ist 

cosucost?sinto^  T  sinusiot? 

^  ±y;  —  sinftsinc 


...      cosucostHFsintisinv— costtcosvcoSfo* 

C0B(X±S)  = Bio«gii,c      ' 

f 

_-  cos(^dbp) — cosucosocosto' 


... .  .  -I    .■•»}■•    «: 

siDDsinc 


lieh  ist 


t«.'» 


.     cosa  —  cosvcosto.costfcoaio 

COSil=  -    -   -  ■'  ' — *— — **'^ 


•  •  •    •  II  * 


siDÖstnc 
nach  III. 

.      cosa— cosftcosc        ,  ,  . 

^^«^  =       siD6sinc       '  ""^  8*^  ^'*^"'  '^ 

«^   .    -»   cos6— -cosccosa 

l    .      \   COSJD== ._    'i_  ^ — » 


cosC  = 


smcsina 
cosc — cosacos6 


sinasin6 
ndlich  ist  nach  P« 


i 
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also 


und  nach  II. 


co&r  eow 

8ID^  SIdC 


Also  ist 


cosorcost/      .  siDj?siiNisiiH^ 

co8«co8t»=  ^^SÄiC'  "°"""'=    Bini?fing" 

folgliGh»  wefl 

co8(tc±t')  =  costtcosv  T  sintisiDo 


ist: 


. cosarcosy  T  sinjrsipysinto* 


8ID 


SsioC 


oder 


,    .    ^     Gosarcosv+sio^rsint/J-siDorsintfcosto* 


sinZ?sinC 

cos(ar4-y)  jb  sinarsiDycosto* 

sin^sinC 


Folglich  ist 


cos^  db  siDa:cos«i7.sinycosu> 
cosa= ■: — p  .   ^ 


wo  das  obere  ZeicfaeD  dem  ersten,  das  untere  Zeichen  dem  zwei- 
ten der  beiden  in  Taf.  III.  Fig.  4.  dargestellten  Fälle  entspricht 
Nun  ist  aber  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen 
nach  II. 

cosjff  =  sinarcostr ,    -j^  cosCrsssinycosir ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


cosA  +  cobBcobC        ,  .      ■ 

cosas .   p  .  ^t »  und  ganz  eben  so 

vi  • 

„^      ,      -      cosÄ  +  cosCcos^ 

HI*.      <COSO  = r-77T — j f  • 

sinCamA 
co«C-f  coßAcoaß 

Dies  sind  Jetzt  die  bekannten  Grandformeln  der  sphärischen 

Trigonometrie,  und  ich  sollte  meinen,    dass  sich  diese  Ableitung 

▼or  der   gewohnlichen  an  Figuren    und  das  Supplementardreieck 

geknüpften  Ableitung    in    mehr  als  einer  Beziehung   empfehlen» 

and  daher  bei   dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 

v^ erdienen  mochte.    Ja  idi  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 

ein  neuer  Beweis  gelten  kann,    dass  man  ih   vielen  Theilen  der 

nflathemätik,    namentlich    auch   in  den    sogenannten    elementaren 

^Pbeilen»    oocb  lange  nicht  immer :  die  einfiaiehstea  OarsteWingen 

gefunden  hat,   eine  Bemerkung,    deren  Richtigkeit  besonderi  in 

«i«aerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 

Weise  dargethan  worden  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Relation 

»wischepi^  dea  drei  Seiten  .und  einem  Winkel  eines  ebenen  Drei^ 

ecks  auf  ähnliche  Weise^  wie  oben  die  Relation  zwischen  den  4rei 

Seiten   und   einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  abgeleitet 

weiden  kann,  wenn  idi  audi  diese  Ableitmig  der  gewohnlichen 

algetaeln   bekannten .  AUeitttn^.  der  in  Rede  oteliefideii  Relatien 

■dt  gerade  ^vfvnnziehea  geneigt  sein  würdiei. 


f 


Wenn  in  Taf.  IIL  iFig,  5.  die  Linie  AD  auf  BC  senkrecht 
«Mit;  8o  i«t,  wenn  mdsfi  sieb  der  aus  der  Figur  selbst  ^rslebtli- 
cken  Be^icbnnngen  bedient:  , 

I.'  ■  ?  ..■;..  I  .   .  ...  ■         :  •.-        •  ■;     ■  •■'■» 

cos^  =  — >      COS^  =  T-f     ' 

sina?=-»     sinyzsy;» 


also 


10*  .  .  UV 


coBxco&y  =3  TT  9     sinarsiny  =  -r-  - 
Folglich  ist 


oder 


cosxcosy  T  sin;r  sin^  =  — r— 


COS  (X±f,)  =  -g;^  =        2^^ 


Nun  ist  aber  <         > 


also 


d.  i. 


CO«  {x±y)  — .-Tjg;^ 

"^  26c 


cos  (a:i:3f)  = gg^ 


und  folglich  9    mit  Rflcksicht  auf  die  beiden  in  der  Fieur  d 
stellteo  FäUe: 

cos^  =  — 25r~' 

welches  die    bekannte    Relation   zwischen  <len    drei  Seitei 
einem  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  Ist 

Ich  mochte  mir  schliesslich  noch  einmal  erlauben,  das  i 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht  dringend  zur  gefä 
Beachtung  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonoii 
zu  empfehlen,  den  ich  für  so  wichtig  erachte ,  dass  ich  < 
einen  wahren  Rückschritt  halte,  dass  er,  wenigstens  auf  pr 
si sehen  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheilt  wird,  wie  es  woh 
her  der  Fall  war,   als  ich  selbst  noch  meine  geringen  Kraft 

f rosser    Freudigkeit    dem  Gymnasialunterrichte  an  verschie« 
Lehranstalten  widmete. 
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Heber  das  Ureieck,  worin  die  Trans- 
versalen (^ieicli  sind,  welelie  zwei  Win- 
kel dessellien  nacli  c^leiclieni  Terlilllt- 

niss  tlieilen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer   an   der  Kreuzschale   za  Dresden. 


Die  Aufforderung  im  Archiv  Tbl.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
mi  Beweise  des  fraglichen  Lehrsatzes ,  welche,  ich  glaube  im 
Mffe  1844,  in  einem  l^ränzcben  hiesiger  mathematischer  Freunde 
■faetheilt  wurden,  den  einen  von  dem  leider  früh  verstorbenen 
Professor  A*  Seebeck',  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
mter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  Rede 
(tehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementargeometrie  anzu- 
Ithoren,  wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwischen  Seiten  und 
l^enuberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  handelt,  und  wird  des- 
alb  wie  folgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma,  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 
leich  und  ist  eine  Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
Is  die  gleichiiegende  des  andern,  so  sind  die  übrigen 
eiten  des  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleidine- 
enden  des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
e  kleinere  Seite  anliegt. 

Lehrsatz  1.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  IIL  Fig.  6.) 
inkel  A<,Bi  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  Au 

d  BE  so,  dass  &AD=zChE,  so  ist  AD>BE. 
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Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  imd  BCE  haben  ebuelii  eletdH 

Winkel  Nan  ist  AC>BC,  weil  ABC>  BAC  oadi  Voiaiw 
setznDg»  folglich  AD^BE  gegenüber  den  gleichen  Winkeln  C, 
W.  a.  b.  w. 

Lehrsait  2.    Ist  im  Dreieck  ABC   (Tat  IIL  Fig.  7.) 
Winkel  A<,B  nnd  theilt  man  diese  Winkel  dareh  Aß 

und  BE  »o,  dass  BAD<^ABE  und  CAD<,CBE,    so  Iff 

Beweis.  Zieht  man  J3C  so,  dass  C^—CAIV,  so  ist 
AWy^BE  nach  Lehrsatz  1.  Nnn  ist  AU  ein  Theil  tou  ilA 
folglich  um  so  mehr  AD^  BE.    W.  z.  6.  w. 

Lehrsatz  3.  Sind  die  Geraden  AD  nnd  ^£»  weicke 
die  Winkel  A   und  ^  des  Dreiecks   ABC  no  theiln^ 

/  /  A  A 

das«  BAD:DACz^ABE:EBC,  einander  gleieft«  seilt 
il  =  ^und  das  Dreieck  gleichschenklig. 

Beweis.     Wäre  A  ungleich  B,  also  BAD  ebenso  nngleicb 

ABE,  und  DAC  ebenso  ungleich  EBC,  so  wSre  BE  ebenso  w 
gleich  AD  (Lebrs.  2.)  Dies  ist  gegen  die  Voraussetzung  AD=BR* 
Also  kann  A  nicht  ungleich  B  sein.     Ww  z.  b.  w. 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zu  früh  verstorbenen  Professof 

A.   Seebeck    zu  Dresden. 

Der  Satz: 

„Wenn  die  Halbirnngslinien  zweier  Dreieckswin- 
kel,  gerechnet  bis  zur  gegenüberstehenden  Seiten 
gleich  sind,  so  ist  das  ^  gleichschenklig'^ 

kann  auf  folgenden   allgemeineren  zurückgeführt  werden: 

(A)  ,9 Wenn  ein  Dreieckswinkel  halbirt  ist  nnd  dis 
durch  einen  Punkt  derHalbirungslinien  aus  den  beiden 
anderen  Winkelspitzen  gezogenen  Transversaleia 
gleich  sind,  so   ist  das  A  gleichschenklig.*' 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgendem; 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinte  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Schenkeln  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Haibirungslinie  recht- 
winklig stehende  Transversale  die  kürzeste,    und  die 
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flbrigeo  sind  um  so  grosser,  j^  mehr  sie  von  derselben 
abweichen. 

« 

In  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  BM  die  Halbimngslinie  und  AC  so 
gezogen,  dass  AB^BC;  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^AB. 
—  Da  DM^AM,  so  ist  der  Beweis  nur  zu  führen,  wenn 
ME<MC,  d.  h.  j^MEC  stumpf  ist.  Mache  MF=MA  und 
MQ=zME,  80  ist  C^AMFoo^EMG,  und  da  MA^MOMG,  so 
ist  auch  1)  AF>EG;  ferner  Z,DAM>  ^CEM,  daher 
%ZDAF>^CEG;  endlich  3)  j^AFDz=zj^EGC.  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  DF^  GC»  und  daher,  in- 
dem man  ^£=7^6  hinzuaddirt,  DE^AC,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sieh  der  erstgenannte  (A)  dadurch, 
dass  sich  eine  Transverssile  ven  gegebener  Länge  nur  in  zwei 
L^en  eintragen  lässt,  trelche  syihmetrisch  sein  müssen.  (Man 
mgl  (Tat  m,  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  auch  auf  das  sphärische  A  aogewei^det 
weiden.  In  TifAlh  ¥lg.  iO.  b^  ZjiMB<lSfP;  BM<aO^*,  es 
sei  wieder  AB>  BC,  so  ist  AM>MC  und  DM>AM,  weil 
MC(=MC),  MA  und  MD  auf  einer  Seite  des  auf  AB  gefällten 
Lothes  ML  liegen.  Da  ^6?<180o,  so  erhält  man  AF^  EG;  fer- 
ler,  wenn  man  j^AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^AFIh=^^EGC 
ud  äLDAF'>  ^GEC,  woraus  Z>F>  GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  /^  folgt. 

Ist  der  ^^^0180^  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Transversalen  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Halbirungslinien  geneigt   sind. 
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Üessaiii^  einer  an  Ibeiden  Endpunkten 

nnzut^änj^liclten  Entfernnngr  nach 

einer  Ibesonderen  ületltode. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Ich  glaube^  dass  das  Winkelkreuz  oder  die  Kreuzscheibe  ein 
für  die  elementare  Feidmesskunst  in  vielen  Fällen  sehr  brauchba- 
res Instrument  ist,  und  auch  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer ,  so  viel  als 
thunlich,  Üebungen  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  wären, 
mehr  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  grössern  Wohlfeilheit  dieses  Instru- 
ments wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  das  Winkelkreuz  so  ein, 
dass  die  beiden  Visirlinien  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachste 
und  häufigste  Anwendung  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlich  in  der  auf  die  Landwirthschaft  angewandten,  Feld- 
messkunst gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  constanten, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  Visirlinien, 
—  la  fausse  Equerre  d*Arpenteur,  wie  die  Franzosen 
sagen,  —  hieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,  wobei  es  jedoch  gut  ist,  die  Lage  der  beiden  Visirlinien 
gegen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  für 
die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse  geben  zu  kön- 
nen, wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
strumente die  nöthigen  Schrauben  angebracht  sind,  um  die  bei- 
den Visirlinien,  nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  für  die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse 
gegeben  hat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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kOiinen.  Ich  lasse  mir  jetzt  ein  solches  Winkelkreuz  mit  zirei 
iweglichen  Visirliuien  anfertigen,  bei  welchem  die  Visirlinien 
iTch  die  optischen  Axen  zweier  kleinen  astronomischen  Fern- 
hre  dargestellt  werden,  und  werde  späterhin  einige  mit  diesem 
tstramente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
raiskeit  beurtheilen  zu  können,  eine  Vergleichung  verschiedener 
ir  dieselbe  Grosse  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar- 
kive  mittheilen.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  kleinen  astro- 
omischen  Fernruhren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  nicht 
«deutend,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend,  als  Mancher 
rohl  glauben  möchte,  da  mau  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fem- 
5bre  in  vorzuglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann, 
lao  braucht  sie,  wenn  man  nicht  will,  fiir  den  vorliegenden 
Iweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
4ie  Länge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugängücheo 
;mden  Linie  zu  messen'*  mit  Hülfe  des  Winkelkreuzes  geben, 
lie  ich  lur  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
!en  In  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
onnues  de  diff^rens  probldn^es  de  G^om^trie  prati- 
ne;  pour  servir  de  Supplement  aux  Traites  connus 
e  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois. 
L  Metz.  An  XII.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
igt,  dass  diese  Auflösung  schon  von  Mascheroni  in  der  Schrift: 
'robleml  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
avia.  1793.  Probl.  III.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
ieweis,  den  ich  im  Folgenden  fiir  diese  Auflösung  geben  werde, 
Ihrt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
ene  Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet ,  die  ich  hier  absieht- 
eh  vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
edicnen  wollte. 

Wenn  MN  (Taf.  IV.  Flg.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
tthe  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B,  C  von  solcher 
üge  auf,  dass  die  Winkel  MAN,  MBN,  MCN,  unter  denen  In 
Beseo  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  ^fiV erscheint,  dem  Win- 
Ä  de«  Winkelkreuzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
jMdi  shid..  Dann  messe  man  die  Linien  AB ,  AC,  und  suche 
lit  dem  Winkelkreuze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D  auf,  wel- 
)bv  io  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
IDC jgleichfalls  dem  Winkel  des  \yinkelkreuzes,  also  auch  den 
M  Winkeln  MAN,  MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
Meh  die  Linie  AD,  so  ist 

f 

ttd  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
labrt  dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  werden. 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  über- 
idben,  schicken  wir  die  folgende,  übrigens  zu  einem  anderweitig 

Theil  XVI.  \^ 
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schon  allgemein  bekannten  Satze  fiihrende  Betrachtung  v&mm 
wozu  uns  nur  der  Wnnsch  veranlasst,  diesen  Cregenstand  ga« 
ohne  Hfilfe  der  Trigonometrie  zu  behandeln. 

In  Taf.  IV.  Fiff.  2.  sei  O  der  Mittelpnnkt  des  um  das  Dreied 
ABC,  dessen  Seiten  BC,  CA,  AB  wir  wie  gew5bnlieh  dnrel 
a,  b,  c  bezeichnen,  beschriebenen  Kreises.  Denken  wir  uns  niu 
von  O  auf  AB  das  Perpendikel  OO ,  von  B  wni  AC  das  Perpes- 
dikel  BB"  gefüllt ,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
AOC's  oder  BOO,  und  BGB'*  offenbar  einander  ähnlich,  weü 
der  Winkel  AGB  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  BCB",  folg. 
lieh  j^AOC'z=^BC£r'  ist    Also  ist 

BB'f:BC=AC:AO, 

und  folglich ,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC 
beschriebenen  Kreises   durch  r  bezeichnen: 

also 

ac 


Ist  nun  /^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 

A  =\aC.BB\      BB"  =  ^=-^' 

und    folglich,    wenn   man    dies    in    den    obigen  Ausdruck    von  r 
einführt: 

abc 

Denken  wir  uns  jetzt  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  MN  als  Sehne 
einen  den  Winkel  des  Winkelkreuzes  fassenden  Kreisabschniti 
beschrieben,  so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  begränzende  Kreis- 
bogen nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Construction  durch  die 
drÄ  Punkte  A,  B,  C  hindurch,  und  der  Kreis,  welchem  dies« 
Kreisbogen  angehört,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  bezeichnef 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  JiBG=A»  dessen  Seiten  jBC,C4 
AB  wie  gewöhnlich  durch  a,b,  c  bezeichnet  werden  sollen,  beschrieben 
Fällt  man  nun  von  yl  auf  jBCdas  Perpendikel  AE=h,  von  dem  Mittel 
punkte Odesum  dusDreieck  JiBCbeschriebenenKreises 3nitMN=a 
das  Perpendikel  Ol/,  sosind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  4/)/ 
und  MOL  offenbar  einander  ähnlich,  weil  nach  der  Constructioi 
nothwendig  der  Winkel  3I0]\  doppelt  so  gross  als  der  Winke 
des  Winkelkreuzes,  also  auch  doppelt  so  gross  als  der  Winke 
^ÖE,  folglich  ^M0L^4,ADE  ist    Also  ist 
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d.i.,  wenn  wir  Doch  ADts^d  setzen: 

cl:A =7:5-0?, 

vorauM 

2rh 


^=-d 


Mgi    Nun  ist 


fdgDch  nftch  dem   VorhMgebendeii 

Nach  der  oben  voraui^eschickten  Betrachtung  Ist  aber 

racirnrj  als»  AriS,=^abc, 

Ffibrt  man  dies  in  den  vorbergahenden  Ausdruck  von  x  ein,    so 
[  fiigiebt  sich 

I  6c 

i 

I  lad  wenn  man  flir  b,  c,  d^  x  wieder  die  diese«  Symhcileo  eol- 
I  apiecheodeD  Lini^  setzt: 

W^dies  die  «u  beweiaeude  Formel  y/m. 

•« ■  •'  Sficksicfatneh  der  Auswählnn^  der  Punkte  A,  B,  C  wellett 
nk^'mt  In  der  Kitrze  hemeHken,  oass  es  der  O^anigkeit  des  za 
^Bittenden  SestfHats  gewiss  forderlich  seid  wird,  wenn  dieselben 
tMMcbtft  weit  ims  einander  liegen ,  m  VerhUtniss  zn  der  zu  mes' 
fiMMi  Linie  HIN. 


läMMMM 


W'^ 
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Velber  da»  Rftckwärtseinsclinefden  Bit 

dem  Blessllsclie. 

•      »         ^     -■ ,  f    ' 

dem  Herausgeber. 


I. 

Wenn   ich   noch  einmal  anf  diese  ■—  auch  von.  mir  selbst  — 
schon  vielfach    behandelte  Aufgabe    zurückkomme,  so  wird  dief 

fewiss  in  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  derselben  seiiu 
techtfertigung  finden.  Auch  lassen  in  der  That  alle  bis  jetz 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etwas  zu  wunschei 
übrig.  Am  Häutigsten  wird  wohl  in  der  Praxis  die  Lehmann'schi 
Methode  der  sogenannten  fehlerzeigenden  Dreiecke  angewandt 
Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  —  ich  gestehe  es  offen  - 
niemals  ganz  befriedigt;  insbesondere  finden  Anfanger  öfter 
einige  Schwierigkeit  bei  der  Beurtheilung  der  Lage  des  gesuchtei 
Punktes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck,  ob  derselbe  nämiicl 
innerhalb  oder  ausserhalb,  und,  im  letzteren  Falle,  auf  welche 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auch  wahrscheinlich  Hern 
Prof.  Uartner  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassenden  und  grü'nd 
liehen  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Si tzungsberich 
ten  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr 
gang  1849.  November-  und  December-  Heft.  S.  230.  (n: 
s.  auch  Liter.  Her.  Nr.  LV.  S.  768.)  veranlasst  hat,  an  di 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  mir  erlaube: 
möchte.  Mich  selbst  haben  die  Wünsche,  die  mir  bei  der  Ac 
Wendung  der  fehlcrzeigenden  Dreiecke  stets  noch  übrig  bliebei 
veranlasst,  eine  andere  Näherungsmethode,  die  der  fehlerzeiget 
den  Diciecko  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient ,  aufzi 
suchen.  Diose  Methode  hat  eine  gewisse  Achnlichkeit  ft 
einer  schon  früher   von  dem    verdienten  ßohnenb erger  in  d< 
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Zeitschrift    ffir  Astronomie    und    Vern^andte   Wissen- 
schaften.   'Band    VI.   S.  121.    bekannt   gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine   gewisse  Aehnlidikeit.    Denn 
Bohnenberg  er  bedient  sich  in  der  That  auch  fehletzeigender 
Dreiecke,  die    ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
^  JQDg     bringe,     und     die    nach    meiner     Ansicht      interessante 
I  theoretische  Grundlage,  von  der  ich   bei  meiner  Auflösung  aus- 
gebe, kennt  Bohnenberger  gar  nicht,  so  dass  also,   wie  ich 
tiaube,  Fon   einer  Uebereinstimmung   beider  Methoden   nicht  die 
Rede  sein  kann ,  wenn  aiich  allerdings  meine  Auflosung  sehr  leicht 
ni  der  Bohnenberger'schen  Näherungsmethode  fuhrt,  wie  ich  wei- 
tir  unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


IL 


Wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.  I V.  Fig.  4.) 

denken.      Der   eine    der   beiden  Durchschnittspunkte   sei  il,  der 

'  andere  sei  />.     Von  dem  Durchschnittspunkte  A  aus  ziehe  man 

eine  gerade  Linie,  welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  b,  den 

-anderen  in  c  schneidet    Auf  diese  gerade  Linie  wird  sich  unsere 

bigende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

r 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gehende  gerade 
-  Linie  nehmen  wir  als  Axe  der  a:  eines  rechtwinkligen  Goordina- 
ft  tmsystems  der  ary  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
„Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
f*  ib  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist ,  sei  p ;  der 
'"^  Ubmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordinateoder  soge- 

■t&Bte  Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  a,  und  ed 

whd  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgen^inheit  zu  schaden, 
'  llültaf tet  sein,    das  Coordinatensystem  so  anzunehmen,    dass  a 

ibiltfv  ist    Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Gleichungen 

m  beiden  Kreise: 

ff  ■ 

4  md  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  als  unbekannte  GrBs- 
'  4MI  bestimmt,  so  erhält  man    die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
4riuittspunkte  der    b^den  Kreise.     Aus    der  zweiten  Gleichung 
r  ilgidit  sich  zuvorderst: 

L   aha  wegen  der  ersten  Gleichung: 


weiaus 


*= 2i~ 
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Aico  ist  iregeo  der  ersten  GUicbimg: 
d.  I. 


4a3 
«voraus  man  mittelst  einer  allgemein  bekannten  Zerlegung  anch 


,.,  _  (a+e+r)  (a+Q—r)  (r+rt— g)  (g+r  ^a) 
^  ~  4a« 

■ 

erhält.    Bezeichnet  man  den  FlScheninhaU  des  aus   a»  g,  f  ab 
Seiten  gebildeten  Dreiecks  durch  A>  so  ist  bekaontlich 

1 


also 


und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coordin^ten  der  zwei 
Ourchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  die  folgenden  Formeln: 


0?  = 


aHg^-^^  2A 


2a 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Coordinaten  mit  den 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinaten  mit  dem  unterei 
Zeichen  dem  Punkte  D  entsprechen >  so  dass  also»  wenn  wii 
jene  Coordinaten  durch  Xi,  yi ;  diese  durch  x^y  y^  bezeichnen: 

«2+5«-r»       _     2A 
^«-       55      .'  2'«-       ä" 

ist. 

Die  (ilcicliung  der  durch  den  Punkt  A  oder  (a^  yi)  geioge 
non  boiiehigon  geraden  Linie  sei  jetzt 

y  —  Ax-\rB. 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (X|  yi)  geht, 

yi^Axx  +B, 
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und  folglich 

die  Gleichung  dieser  Linie. 

Bezeichnen  wir  nan  die  Coordinaten  der  DurchschnittspuDkte 
fieser  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  be* 
schrieben  ist  5  durch  x,  y;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 


EGminirt  man  aus  diesen  Gleichuiig«o  y,  00  erhält  man«  zur  Be- 
stimmung von  X  die  Gleichung: 

a:^  +  {A(X'-Xi)  +  ytf^Q^, 
d.i.  ^ 


1+A^      *—         14.^5 

and    lost   man  diese    qaadratisiche  Ixleichang    auf   gewohnlfche 
W»ie9  anf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 


j._ j__^ 

'  Wdl  aber  der-^Ponkt  (aii  gi)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
Khriebenen  Kreise  liegt,  so  ist 

'   woraus  sich  nach  leichter  Hochpoiig 

1 

folglich  nach  dem  Obigen 

-A(yi'-Axi)±(xi  +Ayi) 

x^  Ti^ 

ttgiebt  Das  4>berQ  Zeicalien  liefert  x^^Xi,  uod  entspricht  folglich 
dem  Punkte  (xi  Vi).  Will  man~  also  die  erste  Coordinate  oder 
Abscisse  des  andren  Durchschnfttspunktes  unserer  geraden  Linie 
mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  g  beschrieben  is^ 
haben,  so  moss  man  das  untere  Zncben  nehmen,  wodurch  man 
%  diesen  Durchschnittspunkt 


oder 
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erhält ;  uod  weil  nuu  nach  dem  Ohigen 

y--yx=A{x-xi) 
Ist,  so  hat  man  zur  BestimmHOg  von  Xy  y  die  Ausdrucke : 

Bezeichnen    wir   ferner   die    Coordinaten    der    Durchscboitti- 

Bunkte  unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise ,  welcher  mit  d«ii 
[albniesser  r  beschrieben  worden  ist»  wieder  durch  x^  y  selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  GleichuDgen: 

(ar— a)2+ya=r*  y-yx^ Aix—ßt^). 

Eiimlnirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,   so  erhält  man  zur  Bf- 
stinunung  von  x  die  Gleichung 

d.  i. 

^t  .  o  A{ii^-'Ax^)-a       r^^a^-(yi—Axi)^ . 
"^  ^"^  IM*        ^'^  l+A^ 

and  löst  man  diese  quadratische  Gleichung   auf  gewohnliche  Art 
auf,  80  crgiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 


^-  1+A* 

Weil  ab«r  der  Punkt  (xi  jfi)  in  dem  mit  dem   Halbmesser  r  iw- 
scfariebenen  Kreise  Megt,  so  ist 

also 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

folglich  nach  dem  Obigen 
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1  +  J2  " 

miebt.  Das  obere  Zeichen  liefert  ar^^Xi,  und  eotspricht  fole- 
Mi  dem  Ponkte  (^i  yi).  Will  man  al&o  die  erste  Coordinate 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchschnitt^punkts  unserer  geraden 
Lbie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
ben worden  ist,  haben»  so  muss  man  das  untere  Zeich  eo  nehmen, 
wodurch  man  fär  diesen  Durcbschnittspudkt 


oder 


^ l  +  A^ 


_%a-(xi  +Ay^)] 


erbUt;  und  'weil  nun  nach  dem  Obigen 

y-'yi=A(x—xi) 
ist,  60  hat  man  zur  Bestimmung  von  x,  y  die  Ausdrücke : 

^"^^^     i:^:^    '  y-yi— — r+iiä       • 

Ist  jetzt  jetzt  b  in  Taf.  IV.  Fig.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  tlalb- 
nesser  q  beschrieben  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
itn  Durchschnittspunkt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrieben  worden  ist,  und  be- 
leichnen  wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
dvcb  Xhi  y»  und  Xe,  yd  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

^*  ^1—      1+2^2   »y»  yi— Tf-^a 


und 


^     ^  _2l£=0M:f<yi))  '2A{a^(x,+Ayi)] 


Abo  ist 


2a  2i<a 

otä— a?c=— jqf^ä*  y»— yc — r+3** 


^zeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiAen  Punkte  6  und  c 
oder  {xh  fb)  und  (^c  yc)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  Taf. 
[V.  Flg.  4.,  durch  £,  so  ist 

£»=  («»— a:,)«+(y»-y,)» , 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 

«       4a* 


folglich  y  weil  unter  den  gemachten  Vor»a8$et»nngea  bekanntlich 
a  positiv  ist : 

Von  dem  Punkte  D  oder  (x%  p%) .  wollen  wir  uns  Jetit  anf 
die  durch  den  Punkt  A  oder  (xi  Vi)  gelegte  gerade  Linie  eil 
Perpendikel  geföllt  denken,  und  die  Länge  dieses  Perpendikeb 
durch  P,  die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  In^  Rede 
stehenden  Linie  aber  durch  j:,  Y  bezeichnen.  Die  Gleichnof 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Principien  der  anal3rtischn 
Geometrie 

und  zur  Bestimmung    der  Coordinaten  jr,  f   hat  man  daher  die 
beiden  Gleichungen: 

odeV 

oder  auch 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

0:1—0:2=0,  yi-y^=  ^ 
ist;  60  werden  diese  Gleichungen: 


■nd 


r-yi  +  ^=-30c-^i); 


y-yi--7='^0f-^«)' 


\m>  ist 


'M.H, 


*     a(y-y,)-     ^' 


b^Uch 


n 


—      '   ^A  _       4<<»A 


ud 


4^  A '  4A 

Bezeichnen   wU   uan    die  Eptferpung   des   Fnssponktea   de^ 
Perpendikels  P  von  dem  Pubkte  A  oder  (xi  yi)  durch  Q\  so  ist 

Q»  =  Of-a:,)« + (F-»i)«,  P«=  Ot-«2)> + (y-ya)*; 

.also  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

JM«4«_ i«A!_. 

^  — o«(H-4«) '  '^"  o«(l+^«) ' 
woraus 

4^A  ,^      4A      . 


e=± 


«v^i+^a'      a\nrM2 


indem  man  das  ohere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
GrSssei  Ä  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

st,  80  ist 
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P~2A' 

und  daher  dieses  Verhältnlss  ein  yod  der  La^e  der  durch  dn 
Punkt  A  oder  (^i  yi)  gezogenen  geraden  Linie  onabhfingiffe^ 
insofern  also  coostantes  Verhältniss,  wa^  unmittelbar,  zu  den 
folgenden  geometrischen  Satze  führt: 


i 


Lehnatt, 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  und  man  von  des 
einen  ihrer  beiden  Durchschnittspunkte  aus  eine,  je- 
den der  beiden  Kreise  ein  zweites  Mal  schneidende 
erade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verhältniss  2wischei. 
er  Entfernung  der  zwei  Durchschnittspunkte  dieser 
eraden  Linieniitdenbeiden  Kreisen  von  einanderunl 
em  von  dem  anderen  Durchschnittspunkte  der  beidei 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  gefäll- 
ten Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Linie  an- 
ab hängig,  und  insofern  also  ein  constantes  Verb  alt oies. 

Dies  ist  der  Satz,  von  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwee* 
duns  auf  das  Ruckwärtseiaschneiden  mit  dem  Messtische  macheo 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geometriscbeo 
Bemerkungen  dem  Vorhergehenden  noch  beifugen. 

Wenn  man   aus  den   beiden  Gleichungen 
die  Grüsse  A^  eliminirt,  so  erhält  man  die  Relation 


ia*—E^ 

1      «4 

■ 

Qf 

— 4A*' 

bigeo 

£2 

a* 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

E^ 

ist,  80  ist 

woraus  sieh  die  bemerkenswertbe  Relation 
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ler 

2P 

iigiebt. 

Bezeichnen  wir  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise 
hrch  iS,  SP  ist 

ilso  naeh  dem  Obigen 


s«=(yi-y^'=-^-. 


Mglich 


Daher  ist 


ibo  nach  dem  Obigen 


)der 


s= 

4A 
a 

2A 

-2a' 

• 

2A" 

2a 

■  S' 

in 

£ 

2a 

P 

-  S 

f;:P  = 

=2a.i 

s. 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  aussprechen 
ESnnen. 

Aach  ist 

^ 4a^      ^ 

ilso  nach  dem  Obigen 

4a«--JE«_4a« 

*^oraii8  sich 
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JE»S>r=:4lI«(S«-Ö«), 

oder 

_       ES 

ergiebt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erbftit  maft 

ES       ^Ey/P^  +  Q^ 

2VS^^Q»  2P 

oder  f. 


woraus  sich   leicht  die  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatie  wA 
von  selbst  verstehende  Gleichung 

ergiebt. 

Es  ivurden  Hich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manch«  andern 
Relationen  ableiten  lassen,  da  es  ja  bekannt  genue  ist,  dass  sich  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eine  grosse  Menge 
mehr  oder  weniger  merkwürdiger  Relationen  ergeben^   deren  il- 


geometrischen 

Hebungen,  die  nur  den  grossen,  ja  unermesslichen  Reichthum 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind,  jetzt  nicht  länger  aufhal- 
ten, sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stande übergehen,  welchem  das  Obige  zur  Vorbereitung  and 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar-geometrische  Darstellang 
des  obigen  Gegenstandes,  bei  dessen  Entwickelung  ich  mich  hier 
absichthch  der  analytischen  Geometrie  bedient  habe,  von  befrean- 
deter  Hand,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen,  werdeich 
den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  mitzutheilen  im  Stande  sein. 

111. 

In  Tal'.  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,  B,  C  die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen,  den  ^ unkten  3,  Ä,  (E  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte,  und  D  sei  der  auf  dem  Messtiscbe  zu  fin- 
dende vierte,  dem  Punkte  iD  auf  dem  Felde,  in  welchem  der 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist,  entsprechende  Punkt.  Die  ge- 
genseitige Laue  der  drei  Punkte  2,  S,  (E  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche,  dass  dem  in  HÖ  stehenden,  mit  dem  Gesicht  nach  21  ge- 
kehrten Deohacbter,  der  Punkt  H  zwischen  den  Punkten  ^J5  und 
(C  liegend    erscheint.     Zugleich    denke  man  sich  auf  dem  Mew^ 
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tische  die  beiden  bd^nntea,  dvrcb  A^  By  D  uad  dnrch  A,  C,  D 

Sheoden  Kreise  beschriebeD»  was  Alles  so  aUgemetn  bekannt  ist^ 
SS  es  hier  noch  weiter  zu  erläutern  sanz  unzweckmässig  und 
imiidtbig  sein  würde.  Eine  beliebige  dorcfa  A  gezogene  gerade 
Iiiaie  schneide  den  Kreis^  in  welchem  B  liegte  in  6,  den  Kreis^  in 
welchem  C  liegt,  in  c.  Praktisch  erhält  man  zwei  Punkte  wie  6 
vod  c  sehr  leicht ,  wenn  man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch* 
Mattes  die  Kippregel  an  A  legt  und  naob  2i  visirt,  dann  die 
Kippregel  an  JB  legt  und  nach  Jb  visirt,  und  den  Durchschnitts* 
pinkt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  ^Visiriinien  bestimmt» 
«88  einen  Punkt  b  giebt;  dann  legt  man«  natürlich  bei  ganz  un* 
ferrückter  Lage  des  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  C,-  visirt  nach 
C»  und  bestimmt  den  Dnrchschnittspünkt  dieser  Visirlinie  mit  der 
sdion  vorher  erhaltenen  durch  A  genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  o.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
•af  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
JeCsLuf  dem  Tische  respective  den  Winkeln  211b^  und  2(2^(C  auf 
dtm  Felde,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ADB  und  ADC 
iof  dem  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  völlig  ausreichenden 
fienauigkeit  gleich  sind ,  wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
X15,  iL  von  dem  in  Jb  aufgestellten  Tische,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  verschwindend  betrachtet  werden 
können.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grössten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  b  und  c  verschaffen. 
Die  Visirlinien,  welche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  völlig 
•isziehen,  da  es  zunächst  nur  auf  die  Bestimmung  zweier  aol- 
der  Punkte  wie  b  und  c  selbst  ankommt. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
li:der  Praxis  gewiss  immer  verstattet  sein  wird^  annehmen,  dass 
bei  der  Bestimmung  der  Punkte  6  und  c  nach  dem  vorhergehen- 
im  Verfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  orientirt  sei,  dass 
Aase  Punkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktest  liegen,  dieser 
Uitere  Punkt  also  nicht  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
«Win  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
Ä  iwlscben  6  und  c  liegt,  keiner  besonderen  Schwierigkeit  unter- 
Bflgen  würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
VM  Punkten  wie  6,  c,  die  wir  durch  b,  c  und  6^  c'  bezeichnen 
»iUen,  auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  6g 
nd  6V  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  ij  liegend 
MDoen»  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 


oder 


Ab^Ae,  Ab*  ^Ac' 
Ab  ^  Ac,  Ab'  ^  A& 


■t^-was  sich  bei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
rird  erkennen  lassen. 


p 
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Wenn  man  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zvtei  tw- 
echiedeaen  Lagen  äen  Tischfalattes  vornimmt,  so  kann  man  «Ml 
leicht  K»ei  solche  Paare  von  Punkten  ivie  Itc  und  b'c'  versehaf 
fen,  und  ilaisB  die»  gescbelien  sei,  trollen  nir  von  nun  an  vorBU- 
Bstzen.  Dies  aber  vorausgesetzt,  erbellet  aus  einer  blossen  B«- 
tracbtun;^  von  Taf.  IV.  Fie.  5.  auf  der  Stelle,  dass ,  ienacbdem 
die  beiden  Paare  bc  und  l/'c'  gegen  A  symmetrisch  oder  iinsym- 
metrisch  liegen,  der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden, 
natiiriich  stets  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'&, 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedacfituH 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehende! 
Regeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurth eilung  ergeben,  da« 
der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehürlt 
verlSogert  gedachten  Linien  bc  und  b'c'  liegt,  und  daher  wl 
einer  und  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werda 
mnss,  so  erhellet sonohl  aus  einer  blossen  Betrachtung  von  Taf> 
IV.  Flg.  5.,  als  auch  aus  dem  in  U.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze,  narh  welchem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die  LlnlH 
bc  und  b'c'  gefällten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  eil 
und  dasselbe  [konstante  Verhältniss  haben,  dass  der  Punkt  ßÄitf 
mer  auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  W 
gesucht  werden  musa,  auf  welcher  die  grüssere  dieser  beidei 
Linien  nicht  liegt. 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A  und  D  eiH 
gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  einfache  gav 
metrische BetraL-htungaufderStelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeda 
ganz  helieltigen  Punltte  in  dieser  Linie  auf  die  gehörig  verlängert 
gedachten  Linien  abuni  a'b'  geOillten  Pernendikel  in  demselben  Vef 
hältnisse  zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  ö»rf 
die  »ehüng  verlängert  gedachten  Linien  ab  and  a'b'  gelullten  P«- 
pendikel.  Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsätze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Funkte  in  A« 
durch  A  und  Ji  gehenden  geraden  Linie  auf  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  geliillten  Perpendikd 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verbalten,  nie  beziehungsweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a'b'  sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  mnn  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorher<;ehendea 
die  La^e  des  Punktes  D,  und  demnach  auch  überhaupt  äie  IjU« 
der  Linie  AI),  gegen  die  beiden  gehörig  verlängert  gedachten  Li- 
nien ab  und  a'b'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Au  gen- 
laaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  einen  Ponlct 
auf  dem  Messtische  so,  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hörig verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  sich  eben  so  n 
einander  verhalten ,  wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  a'i' 
sich  selbst  zu  einander  verhalten,  so  wird  der  auf  diese  Weiüe 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  in  der  durch  A  und  />  gehenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A  an,  und  orientirt  hierauf  das  Tisch- 
blfttt  nach  %  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D  selbst  leicht  erhalten  »erden  IcSn- 
nen,  wenn  man  nur  die  Kippregel  an  B  oder  C  legt,  und  respek- 
tive nach  Z  oder  <E  visirt,  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  ~*~ 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  Ausführung  beoOrfte. 
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Man  kann,  wenn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulässt 
tnd  es  fiberhaupt  als  zweckmässig  erscheint,  worüber  sich  im 
allgemeinen  nichts  festsetzen  las  st,  den  in  Rede  stehenden  Punkt 
ini  dem  Tische  auch  so  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  von 
len  ffehOrig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a*b*  diesen  bei- 
len  Linien  ab  und  a^b*  beziehungsweise  gleich  sind. 

Ein  hinreichend  geübtes  Augenmaass  wird^  glaube  ich/ bei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
Btber  auch  wenn  man  sii'h  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  konnte, 
würde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Con- 
gtmction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  i^t,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf,  sie  den  bei 
Meestischoperationen  auf  dem  Felde  beschäftigten  praktischen 
IBeometern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehurigen 
Seiten  der  Linien  ab  und  a*b'  in  Entfernungen^  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestimmenden,  gleichvielten  aliquoten  Theilen,  oder 
eodiicb  auch  gewissen  Gleichvielfacben  derselben  gleich  sind,  mit 
Rolfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a'b*  zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durchschnitlspunkt  zu  bestim- 
men, welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  .Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
&n  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  wenn 
man  namentlich  die  vorhergehende  Methode  als  eine  successive 
Annäberungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
belangen  zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
f&brt.  Auch  werden,  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
ivendung  des  Rückwärtseinschneidens> schon  geübten  Praktiker  steh 
gewiss  ganz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b*c'  sich  beide  auf  einen  Punkt 
xusammenziehen ,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein»  dass  die  vier  Punkte  A,  ß,  C,  D  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen^  und  daher  die  Aufgabe  eine  unbestimmte 
ist*).  Zuge  sich  dagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  bc  und 
fcf  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
eesuchte  Punkt  D,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
didier  Dicht  notfaig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b'&  näherungsweise  als  ein- 
ander parallel  anzusehen  sich  berechtigt  halten  darf,  and  diesel- 
ben synimetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen,  so  erhellet  mittelst 
e\net  einfachen  geometrischen  Betrachtung  ans  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb'  und  cc'  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Da  nämlich  ÖC  nnd  ö'C'  jetzt  Punkte  sind ,  die  wir  durch  {äc") 
and  ifi'C)  bezeichnen  wollen  ,  so  jo^eht  der  durch  i4,  B,  D  beschriebene 
Krei«  dorch  die  Punkte  A,  B,  Dy  {bc\  {b*c%  der  durch  i,  C,  D  beschrie- 
bene Kreis  durch  die  Punkte  A^  C,  /?,  (^c),  (b*C'),  Also  g^ehen  beide 
Kreise  durch  dieselben  vier  Punkte  .4,  D  (ÖC'),  (^'C'),  and  füllen  daher 
mit  einander  zusammen. 

Theil  XVI,  \;^ 
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rficksichtlich  seiner  EntfenianeeD  von  den  Linien  be  imd  bi'&  ge- 
nfigen  wird,  und  daher  zur  nänerungsweisen  Orientirong  des  Mess- 
tisches  in  der  oben   angegebenen  Weise   benutzt  werden   kann. 
Können  dagegen  die  Linien  bc  und   b'c'  nähemngsweise  als  ein- 
ander paraliel  betrachtet  werden,  und  liegen  unsymmetrisch  gegen 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  dass  wieder 
der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  zur  nähe- 
rungsweisen Orientirung    des   Messtisches    benutzt  werden  kann  ; 
Wie  es  nach   dem  Obigen  bekanntlich   erforderlich   ist,  liegt  der  '■ 
Durchschuittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  im  ersten  Falk  j 
nicht  zwischen  den   beiden  Linien  bc  und  b'&,  im  zweiten  Falle  '• 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.    Dies  ist  eigentlich  im 
Wesentlichen    die    oben   erwähnte,    von   Bohnenberger  ange- 
gebene NSherungsmethode ,  die,  wie  es  uns  scheint,  in  der  von 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wahren  Grund  bat 

üeber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder  ; 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  Inochte,  tt  ; 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  Zusammenhange  da^ 
zusteilen,  halten  wir  für  unnüthig.     Auch  wird  der  wahre,  theoie- 
tisth  geborig   gebildete   Praktiker    gewiss    selbst  leicht  noch  wt 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommen,    leh 
erwähne  daher  nur  noch  zum  Schhiss,  dass    ich  die   in  IL  gege- 
benen Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  ge^ 
ben  habe,  welcher  mich  zu   denselben   gefuhrt  hat,  nämlich  un 
Gewände  der  analytischen  G'eometrie.    Vielleicht  ist  eine  einfache 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  möglich, 
der  ich,  wenn  man  sie  mir  raitzutheilen  die  Gute  haben  sollte*), 
gern   einen  Platz  im    Archive    einräumen  wurde,    und    daher  die 
Leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer   desfallsigen   Untersuchung  auf- 
zufordern mir  erlauben    möchte,  weil   ich  allerdini^s    der  Meinuüg 
bin,  dass  dieausdenin  II.  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  in 
III.  hergeleitete  praktische   Methode   des  Kückwärtseinschneidens 
mit  dem  Messtische  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,   dass 
sie  durch   eine    hinreichend    elementare   und   leichte    theoretische 
Betrachtung  auch    in  ihren  Gründen  einer  möglichst  grossen  An- 
zahl von  Praktikern  zugänglich  gemacht  werde. 

*)  Dass  dazu   UofTniin<;-  vorhanden  ist,  habe  ich  oben  schon  bemerkt. 
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ehalten  soll,  ao  hat  maa,  unter  l  eine  die 
spietenile  Conatante  Terstanden,  die  kleiner 
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w^*  —  2/.C0SU1  cosua = 1  — P. 

ilfeTüung  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
L'li  T,  seine  Coordinaten  durch  £,  j/  und  i, 
(2  durch  2n,  so  ist,  ivie  leicht  einzugehen. 


.  sin»-f  —  .com. 


'  eben  scfundeDen  Relation  zwischen  coeug 
T  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Param»- 


K-0-s»(l-P)+ i«(l— 0  {coa2ii-/)=0  - 

■ge  findet  man  ilie  folgende  Gleichung  der 
. .  jichfvindigiceits  -  Kegel : 

■-gativ  und  kleiner  als  —  cos2n  zu  nehmen; 
i-^el  Kl ,  noch  fär  K^  darf  der  Grüsse  /  als 
{■rth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genora- 
r  steigt 

r  Kegel  JiT,    ßillt   ersichtlich   mit    der    i-Axe 

Uo  den  Winkel   AiOA^,    während  die  der 

!  -liOJa'  in  zwei  gleiche  Theüe  theilt.    Dass 

LI    optischen  Äxen  als  Focal- Linien  besitzen, 

.:ulc  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel,  den 

'  mit  jenen  Geraden  einschllesot ,  für  densel- 

Ltite  Grösse  behält     Fifr   die  er»te  Gruppa 

L^ül,   derjenige  nSmllch,    dessen  Parameter 

:.  in  den  Stücken  Ä^OÄ^  und  A^OA^'  der 

Frenze  ist  die  Ebene  xy\  dieser  entspricht 

'      Die  Grenzen    der  Kegel    K^    sind   die 

I  OAi    AA  Ebene  der  optischen  Axen ,  für 

liaptschnitt  yz,  ffir  /=  —  1. 

lähmen,  es  sei  die  Ualbirungs- Linie  des 
•  ü  der  kleinsten  optischen  ElasticitSt,  als- 
c  erste  Grenze  der  Kegel  K^  das  Qua- 
eachmndigkeit  ci^=j-t-fcos3H.  Dasselbe 
:<.•  folgenden  Kegel  immer  mehr  ah  und 
•renze  den  Mintmums-Werth  j  —  f.  Die 
<  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge- 
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1.  Die  Geschwindiglceiteo  Vi  ond  t^,  mit  welchen  sich  zwei 
'parallele  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zweiaxigen  Mittel^  nach 
der  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fortpflanzen»  werden  be- 
kanntlich aus  folgenden  Gleichungen  gefunden:  , 

1)    ri*=5+<cos(Mi +«2),        2)    v^^=s-itcos(ui — 14). 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fi«;.  1.  durch  einen  Punkt  O  als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  AiAi  und  A^Ä^inach  den  Richtungen  der  beiden  optischeo 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten  «1 
und  712  die  ^Vinkel,  welche  eine  durch  O  mit  der  gemeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerade  Li me  OiVbeiCI^ 
lieh  mit  OAi  und  OA2  bildet;  der  \Verth  vons  ist  immer  positiv, 
während  t,  absolut  genommen  kleiner  als  s,  positiv  wird»  weos 
die  Halbirungs- Linie  des  Winkeis  AiOA^  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticität,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  dersrusi- 
ten  Elasticität  zusammenrällt.  Die  Schwingungen  der  WeUei* 
Front»  deren  Geschwindigkeit  Vi  ist»  stehen  auf  ON  senioeÄ 
und  liegen  in  einer  Ebene»  welche  durch  ON  gehend»  denWibkd 
N  des  körperlichen  Dreiecks  AiNA^  haibirt  Die  Sdiwingn- 
gen  der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel»  welcher  von  der  Normale  ON  und  der  Linie  OA\  eis- 
geschlossen  wird»  durch  u*^,  so  wird  tC2+<^'  =  180^'fy  und  an  die 
Stelle  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende  traten  lasseo: 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  für  welche  ri  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  i.  der  Normiilen,  deren  erste  Wollen -Ebenen  sich  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystaliinischen  Mittel  fortpflaii' 
zen,  ist  offenbar  ein  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze  lo 
O  liegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs-  Linie  des  Winkels  At  OA^ 
coincidirt,und  dessen  Hrenn-Linien  die  optischen  Axen^i^i'  und A^A'^ 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
malen, deren  zweite  Wellen-Fronten  sich  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit r.2  fortbewegen,  einen  elliptischen  Kegel,  dessen  Mittel- 
punkt O  ist,  dessen  Haupt-Axe  den  Winke-  Ai  OA2'  ^hsilhiTt,  und 
dessen  Focal-Linien  die  Geraden  A^Ai  und  A.^A^,^  sind.  Die  bei- 
den erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ihren 
Hauptaxcn  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werthe 
von  Vi  und  Vz  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  Keeel« 
flächen,  die  wir  Geschwindigkeits-Kcgel  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  handle 
sich  z.  B.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Gruppe.  Wir  lassen  die  s-Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten-Systonies  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkel» 
AiOA.2,  die  .r-Axt?  mit  der  Halbirungs-Linie  des  ^Vlnkels  AiOAt 
zusammenfallen;  es  kommt  alsdann  die  y-Axe  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Da  nun  für  sämmtliche 
Seiten  eines  K»*gels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Wellen 
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h^  denselben  Werth  behalten  soll,  so  hat  man,  unter  /  eine  die 
Rolle  des  Parameters  spielende  Constante  verstanden,  die  kleiner 
ib  cos 2^1  O^  ist, 

cos(Mi  +  tta)  =  /, 
woraus  sich  ergibt: 

COStt^^  +JC0SII2*  —  2/.COSU1  cosi«2=  1  — ^. 

Beseichnen  wir  die  Entferoung  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs -Punkte  O  durch  r,  seine  Coordinaten  durch  x,  y  nnd  %, 
Mwie  den  Winkel  Ai  OA^  durch  27i,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen, 

X  Z  X  z 

cos  «4  =  —  .  sin  n  +  - . cosn,  cos  t£2= •  sin  n  +  — .  cosh. 

Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  cosK| 
ad  costcs  ergibt  sich  für  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Parame- 
ter /  die  folgende : 

*   Kl  =— ^2(l+/)(cos27i— 0-»*(l--^)+^*(l— 0(cos2n-/)=0. 

Auf  ganz  demselben  Wege  findet  man  die  folgende  Gleichung  der 
sweiten  Gruppe  der  Gcschvvindigkeits- Kegel: 

*a=  j:2(i_/)  (cos2w+/)  +1/^  (i^P)'-z\i+l)  (cos2n+ /) =0. 

Es  ist  hier  /  immer  negativ  und  kleiner  als  ~  cos2n  zu  nehmen ; 
aber  weder  für  die  Kegel  Ki ,  noch  für  K^  darf  der  Grosse  /  als 
einem  Cosinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom- 
men, die  Einheit  übersteigt 

Die  Hauptaxe  der  Kegel  J?|  fallt  ersichtlich  mit  der  z-Axe 
niiammcn ,  naibirt  also  den  Winkel  AlOA^y  während  die  der 
Kegel  K^  den  Winkel  AiOA^'  in  zwei  gleiche  Theiie  theilt.  Dass 
iftmmtliche  Kegel  die  optischen  Axen  als  Focal- Linien  besitzen, 
gdit  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel,  den 
rioe  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einschliesst,  für  densel- 
leii  Kegel  eine  constante  Grösse  behält«  Für  die  erste  Gruppe 
»esteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
[den  Werth  cos2n  hat,  in  den  Stücken  AiOA^  und  Ai'OA^  der 
Ebene  xz;  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xv;  dieser  entspricht 
ils  Parameter  /=~1.  Die  Grenzen  der  Ke^el  K2  sind  die 
Stficke  A1OA2  und  A^A^  deY  Ebene  der  optischen  Axen,  fllr 
f=*— cos2r,  und  der  Uauptschnitt  yz^  für  /=  —  1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Halbirungs- Linie  des 
Hnukels  AxOA^  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität,  als- 
lano  ers^ibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  Ky  das  Qna- 
Irat  der  Fortpflanzungs  -  Geschwindigkeit  t?i^= « -f  t  cos2».  Dasselbe 
limmt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
meidit  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums -Werth  «  — t  Die 
Imi  ersten  Grenz  -  Kegel  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge- 
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schwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  v^^ss-^t^iaSn ;  sie 
wachst,  während  sich  die  Geschwindigkeits-Kesel  erweitern«  nnd  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s  +  t,  welches  an  der  zweiten 
Grenze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt^  abgesehen  davon,  ob  der 
\^inkel  AiOA^  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist»  also  f&r 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den  Üebergangsfall,  in 
welchem  die  beiden  optischen  Axen  auf  efnander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  über  die  Oscillations- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Geschwindigkeits  -  Kegel  entsprechen ,  nach  den  Richtungen  sei- 
ner Normalen  vor  sicn  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  optischen  Axen  AiAi  und  A2^' va  . 
die  z '  Axe ,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  Elasticität  gedacH 
so  ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  tJ^*  behält  den  constanten  Werth  *  +  *  nnd  ent» 
spricht  den  ordentlichen  Wellen ,  deren  Schwingunp;srichtun|tei 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleicbnng 
der  Kegel  Ki  gestaltet  sich  nun  in: 

(j:2+3^2)(i+/)^-a  (!_/)=  0. 

Die  Kegel  Ki  gehen  in  Rotations- Kegel  liber,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Grenzkegel» 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  t?i*  den  Werth 
s+t  Indem  sich  die  Kegel  offnen,  wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haupt- 
schnitte,  das  Minimum  j>  —  f. 

Wir  überlieben  uns  der  Betraclitung  des  Falles,  wo  beide 
Axen  AiAi'  und  AoA^  in  die  a:-Axe  fallen,  da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges    negatives  übergeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  iN'unimern  raitgetheilten  Be- 
trachtungen über  die  Fortpllanzungs-Gcschuindigkeiten  und  Oscil- 
lations-Ebenen  der  Wellen- Fronten  üborfraj^en  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  Attribute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axeu  die  scheinbaren,  an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Lichtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Geschwindigkeits- 
Kegel  des  zweiten  (»rades,  deren  Brenulinien  die  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  und  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegels  entsmechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  INornial-Ebene  dieser  Fläche. 

5.  Um  O  als  i\littelpunkt  werde  eine  Kugel  .S  von  dem  Ra- 
dius J  gelegt.  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwindigkeits- 
Kegeln  Kl  für  ebene  Wellen  in  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher Ellipsen  A\  ircschnitten,  deren  gemeinsame  doppelte  Ex- 
centricitäten  bezüglich  die  Bogfen  ^i  A  und  Ji '^2' ^r/'sster  Kreise 
sind.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  sphärischer  Linien  E^  ©rhaj" 
ten  wir    als   Durchschnitte   der  Kugel   .S  und  der  Kegel  K^i    die 
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gemeinsamen  Breoopankte  derselben  sind  einerseits  Ai  und  A%9 
aaderaieeits  A^  und  Ai'.    Zur  Abkürzuog  werde  geseilt: 


so  Ist: 


wo  man  dann  hat: 

Die  Projectioneu  der  Curven  Ei  und  E^  auf  die  drei  Hauptflchnitte 
werden  nun  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 

^M^s  +  ^)  + 

Wir  ersehen  hieraus: 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Geschwindigkeits. 

*  Curven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
^  auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (die  Ebene  0:2)  10  zwei  Rei- 
S  Ii6n  von  Ellipsen  bestehen ,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten- 
1  Axen  zusammenfallen  >  und  die  den  Schnitt  az  der  Kugel  im  All- 
'^  gemeinen  schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe, 
7.  welche  den  Curven  £|  entspricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  andere 
P  Grens-Curve  der  Schnitt  xz  der  Kugel.  Sämmtliche  Durchschnitts- 
:  tränkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
'  den  Kreis-Bogen  A^A^'  und  A^Ax    befindlich.    Die  erste  Grenze 

4eT  zweiten  Reihe »  die  zu  den  Curven  £«  gehurt,  ist  die  s-Axe, 
'die  zweite  wiederum  der  Schnitt  a^zderKueel;  die  Durchschnitte 

dieser  Ellipsen    und  der  Kugel  liegen  auf  den  Kreis-ßogen  AxA^ 
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Zweitens.  Die  Projectionen  der  Geschwindigkeits  -  Cnrveo 
auf  die  Ebene  xy  besteben  erstlich  aus  einem  System  von  Elllip- 
sen«  die,  einander  umscbliesseud,  zu  Grenzen  haben  einerseiti 
den  Kreis,  in  welchem  die  Kugel  von  der  Projections  Ebene  ^• 
schnitten  wird,  andererseits  die  Verbindungslinie  der  Projectio- 
nen ofi  'und  «2  der  ^  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durchschnittspunkte  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  S)*  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  £| ;  ihre  Axen  fallen  mit  den 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  £2  entspricht  ein  Sy 
Ktom  von  Elyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  j;-Axe  ßiUt,  and 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  «i  and  0^ 
hinaus  gelegenen  Theife  der  or-Axe  sind. 

Drittens.  Die  Curven  Ei  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
^-Axe  zusammenfallen.-  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ßi 
und  /?2  9  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegeneii  Thcilc  der  z-Axe  und  die  ^-Axe«  Die'Cnr- 
ven  E2  endlich  projicireu  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gericbtetei 
Axen,  deren  Grenzen  der  Schnitt  yz  der  Kugel  und  das  StSek 
ßiß^  ^6^  z-Axe  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neae 
Darstelluni^sart  der  Gesetze,    nach   welchen  die  Licht-Bewejguag 


sehen  Ellipsen  Ei  und  E.;^,  deren  Brennpunkte  in  Ai  und  ^,  so- 
wie in  Ai  und  A^  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Curven  ist  durchaus  gieiclilaufend  mit  derjenigen,  welche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  man 
nun  einzelne  Punkte  der  Linien  constrniren,  oder  diese  mit  Hülfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  Zur  Un- 
terscheidunsj  weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ei  und 
^•2  ihre  eigene  Tinte  an ,  und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mög- 
lichst glcichförmi«;  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Geschwin- 
digkeits-Curven  geben  uns  die  Dichtungen  gleicher  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  ge\^ähren  uns  ein  Bild  von 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  Krj'stalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  ])flanzen  sich  diejenigen  Wellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Um  aber  eine  Anschauung  von  der  Art  und  Weise 
zu  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P  zweier  Curven  £1 
und  E2  der  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stücke  auftragen ,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  der  Systeme   wiederholen.     Der  Ueberblick  wird 
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lieft,  und  es  wird  dem  Gescbmacke  dadurch  Rechnung  ge- 
1,    dass  man  über  den  auf  die  angegebene  Art    erhaltenen  ^ 

n  Geraden  als  Axen  Ellipsen  construirt.  Die  Axen  einer 
in  kleinen  Ellipse  sind  alsdann  den  Axen  der  Durchschnitts- 
parallel und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
itrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentral- 
i  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
ugel  in  dem  Mittelpunkte  P  der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
ie  zu  OP  als  Normalen  gehörige  Wellen -Front.  Ein  zweites 
iren,  die  Grussen  der  Fortpflahzungs-Gesch windigkeit  dar- 
len,  besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
ndigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
nal  macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  lur  die  Zeichnung  das 
e  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
esetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiaxigen  Krystallen  zu 
en ,  projiciren  wir  die  beschriebener  Weise  gezeichneten  Ge- 
ndigkeits  Curven  auf  die  Hauptschnitte  des  doppeltbrechen- 
littels,  wobei  die  Bemerkungen  der  fünften  Nummer  ihre 
ndung  finden.  Die  beigegebenen  Figuren  Taf.  V.  Fig.  2.,  3.  und  4. 
olche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisation 
r  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiaxigen  Krystalle,  des- 
ptische  Axen  einen  WinKel  von  c.  60^    einschliessen. 

^iT  halten  es  für  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
nen zu  erwähnen,  welche  an  dem  ^ben'  beschriebenen  Ver- 
i  in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
emerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze,  ' 
e  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations- 
m  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Pi|nk- 
Ix  etc.  braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
optischen Axen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  EUipsoides, 
es  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenfläche  ^u 
le  legte,  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schwinguqgs- 
ungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  W^ellenfläche 
im  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
enkrecht. 
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Süementare  AMeitangr  der  Beihe  für 
die  Berechnung  des  Bogrens  ans  sei- 
ner Tanfpente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

zu  Dresden. 


In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  für  den  Halbmesser  AC=1, 

ATcAQ^=a,    ArcAP=b; 

AV=tana  =  cc,     Aü=t3Jib=^ß; 
mithin 

wobei  S  zur  Abkürzung  dient;    es  ist  dann 

_.,.      ^     .       ..  tana— tan6  a—ß 

.JtfP=ta„(«-6)=  ^-j-^_-.^_=j_J^, 

oder,  wenn  statt  a  gesetzt  wird  ß  +  6: 
1)  MP= 


i  +  (ß+d)ß 
Ferner  hat  man  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 


NQ  =  sin(a-&)  = 


tana— tan6 

V(l  +  tan«a)  (l  +  taü^ 
a  —  ß 


der  vcegeo  cc  =  ß  +  i: 


V"[.l+(iS+<J)«][l+/3«|' 


>er  Bogen  Hegt  aber  immer  zwischen  seiner  Tangeöte  und  seinem 
^inus;  es  ist  desshalb 

ibo  nach  dem  Verigen : 


"9  S 

Diese  Ungleichung  lässt  sicß  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
pereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  J?  statt  ß+S,  so 
inrd  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grosser;  setzen  wir  rechter  Hand  (i5+^)^  für  ß^, 
so  nimmt  der  Nenner  zu  und  der  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.    So   l^ahen  wir 

3)  T+^>  ^''^>  U(ß+S)^ 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Tangente 
AD^=  T  gegeben  ist ,  so  theile  man  dieselbe  in  eine  AnzsJifglei« 
der  Theile  und  setze  einen  solchen  Theil 

T 

Zieht  man  von  jedem   Theilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 

Snnkte  C,  so  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n  kleine  Bögen ^^    die  wir 
er  Reihe  nach  ^i,  *2»  *3 *«  nennen  wollen.    Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen   wir  die  Ungleichung  3)  '[/J  =  0,  5,  26,  

*»(n-*I)o]  vnd  erhalten  so 

d  ö_ 
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>  *»   > 


l+(«— 1)«««''  *"   ^   l  +  n^i»' 
Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichungeo : 


1  +  Pd^-r  j  +  ii^a  T  1  ^.32^2 


+  ..+ 


l  +  h^' 


Bezeichnen  vrir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  mit  £1  «ni 
die  zweite  mit  Si^,  also 


2i^AtcAB>22^ 


80  ist 


2i-2?2=:d  — 


l  +  {?id)^ 


____        ■* T— — 


i+r« 

1 


1+  7'^"— 1  +  Z'-i/i' 

und  hieraus  geht  hervor,    dass   die   Differenz  2i  —  Z!.^  gegen  die   * 
Null  eonvergirt,  wenn  n  unendlich  \v<ächst,    dass  also  U^  und  2^ 
sich  einer  und  derselben  Gränze   nähern  müssen.     Für   unendlich 
wachsende  n  geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gleichang 

Lim-^i  =  Arc^lß=  Lini2Ü2 

über,  wofür  wir    nun  schreiben  können: 

5)  ATcAB=Lim  IfqritFSä  +  T+l^ga  +  ••+rp;i2g2J  '  " 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere ,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  dafür  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist,  so  benutze  man  die  Formel 


1+9' 


=:l-^2_f.^4_^6_^^.._ 


welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  q  gilt,  und  die  also  nur 
anwendbar  ist,  wenn  die  Grossen  d,  2ö,  3ö,...nö  sämmtUch  klei- 
ner als  die  Einheit  shid.     Diese    Eiiienschaft  findet    statt,    wenn 
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grusste  von  ihn^,  oämlich  ndzizT,  weniger  als  Eins  beträgt, 
1  es  findet  sich  nun  für  J<1: 


T 

tzt  man  statt  ö  seinen   Wertb  —    und  berücksichtigt  den  Satz, 

3S  für  unendlich  wachsende  n  und  ein  positives  ganzes  k 

,.    l*+2*^+3*+ +«*__     1 

,  wovon  ich  jungst  einen  völlig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 
rchiv  Thi.  AlV.  Nr.  XXIX.  8.  452.)  so  gelangt  man  zu  der 
rmel 

Are  AB=zj  r--.l  ra  +  *.  y5_  _ 


>r  für 


6) 


r<i 


AtcABsziu,  also  7^=tanu: 
[u  =  |- tanw—  «•  tan*i4+  g-  tan^  — .... 


n 


0<«<j 


7C 


die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  «  <  j*  gilt  und  flir  ti<  -j 
de  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet,  endlich  bleiben,  so 
SS,    nach  einer  bekannten  Schlussweise,  auch  für  tf=jnoch 

»chheit  besteben;  dagegen  hört  dieselbe  für  u^^j  auf,  weil 
m  die  Reihe  divergirt;  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 
sht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  0  =  ^— tc     ein- 

7t 

Tt ,  welches  nun   in  der  Tbat  <  j  ist;  man  hat  jetzt 


t»  =  r-tanc— ö^  tanr+w*tan*r — 


0<v<j, 
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oder 


d.  i. 


7) 


2 >  «>  4  • 

7C 


Für    u=:j    TereiDigen    sich    beide    Formein   zur  Leibnitz'jBchen 
Reihe. 


n 


Will  man  die  Ealer*sche  Doppelreihe  für   j      ableiten,      80 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  für  tanar^^und  tan^=:^ 

1.  i 

2       3 

tan(x+y)  = 1 — 1-=1. 

1     —   — 

^~2'3 

TT 

und  mithin  a:+^  =  j   wird. 

Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  den 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  eben  sowohl  von  der  unsicheren 
Methode  der  unbestimmten  Koefüzienten ,  als  von  der  Einmischung 
imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dürfte  sich  desshalb  als 
ein  für  etwas  gereimtere  Schüler  gewiss  interessanter  Anhang  zur 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  wei- 
ter als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nicht 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreises  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der  i 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberechtigung  solcher  1 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver- 
möge ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeit, 
^  die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  expeditiveren  Me- 
thoden der  höheren  Analysis  kennt. 


Bemerkuniif  zu  dem  Aufsatze  TU. 

in  TbeU  XT. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilcfa 

zu   Drecden« 


Auf  Seite  232.  des  eenaDiiten  Aufsatzes  gelaugt  Herr  Pro- 
fessor Franke  zu  der  Behauptung,  dass  aus  der  Gootinuität 
Biner  Funktion  F(x)  die  Continuität  ihrer  Abgeleiteten  F'(a)  folge, 
iTODii  In  beiden  Funktionen  x  auf  dasselbe  Intervall  beschräm[t 
iibd.  Dieses  Ergebniss  ist  aber»  wenigstens  in  seiner  Allgemein- 
heit, ▼öUig  unrichtig»  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
Idi  Tiefe  Punktionen  finden,  die  selbst  stetig  sind^  deren  Diffe- 
monaiquotienten  dagegen  Unterbrechungen  der  Continuität  erlei- 
ieO)  so  z.  B. 


V(:p— 1) 


Ae  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirlich ,  die  zweite  aber 
Wffd  diskontinuirlich  an  der  Stelle  jr==l;  denn  bezeichnen  wir  mit 
i  Qod  B  ein  paar  unendlich  abnehmende  Grössen ,  so  ist 

F'(l-J»)=iT-^-— =-4-=-oo. 
V(-«»)         * 


dleDfiriThtfl  Fiat)  springt  demnach  an  der  Stelle  a:=i  aus 
BMh  +a>  Aber.  Diese  anulytischea  BemerkuD^en  rechtlertigen 
AA  auch  geometrisch,  wenn  man  berflclisichtigt ,  duse,  tftnn 
<]t=^«)  <Uer "Gleichung  einer  Curve   ist, 

f  (a:)  =  taoT 

■ein  miHi  wo  *  den  Winkel  bezeichnet,  ivelchcn  die  faeriibTende 
Gonide  Im  Pipikte  ai/  mit  dem  positiven  Theile  der  AbscissenachG« 
^'dd  cbarakterisiTt  aber  die  Gleichung 


.^■5i'7 


etae  tv'eil'sche  Parabel,    welche  in    Taf.  V.  Fig,7,  gl- 
iat    {OA  =  l,    0£=.y).  und  mitbin   ist 


V(:i:~i) 


Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  den 
Bdckkehrpunkte  A  und  verlauft  demnach  durchaus  stetig.  Wu 
aber  tanr  anbelangt,  so  ist  der  Werth  davon  negativ  lijt  x<,l. 
also  T  stumpf,  nämlich 

fflr  ;r^  1  nird  tanr  positiv,   also  v  spitz.  Dämlich 

DOD  giebt  aber  schon  die  Flgqr  zuerkennen,  dass  t  abkimm^  «renn 
man  a:  vod  Niill  aus  wachsen  lässt;  ^r  Winkel  t  geht  also  ans 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  fiber,  iodem  er  bei 

den  Werth  ä  n  erhält;    bekanntlich  wird   aber  die  Ttogente  di«- 
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»ntinuirlich "*)  an  der  Stelle  ^^9  und  so  zeigt  sich  auch  hier  aaf 
tnz  elementarem  Wege  die  Discontinuität  von 

tanT==F'(ar).      , 

Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
Drichtige  Umkehrung  des  richtigen  Satzes»  dass  aus  der  Conti« 
oitat  Ton  F\x)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(x) 
dgt,  und  es  liegt,  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  Aufklärung 
es  eingeschlichenen  Irrthumes. 

Was  endlieh  das  Cauchy'sche  Criterium  für  die  Gültigkeit  des 
lac  Lanrin'schen  Theoremes  betrifft,  so  ist  dass^elbe  unrichtig, 
reil  es  die  Gültigkeit  dieses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
OD  F(a:)  und  F'{x)  (für  reelle  und  complexe  Varlabeln)  knüpft; 
Qrch  die  Weglassung  der  Continuität  von  F^{a:),  welche  sich  Herr 
^ofessor  Franke  erlauben  zu  können  glaubt,  wird  aber  das 
iaochy'sche  Criterium  noch  unrichtiger;  die  richtige  Formulirung 
esselbeo  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  F(x)  und  aller 
irer  Abgeleiteten  F(x) ,  P\x)  in  inf.,  wie  ich  in  dem  ersten 
.nfsatze  meiner  Matnematischen  Abhandlungen  (Dessau 
850)  gezeigt  habe. 


*)    M.  8,  mein  Handbuch  der   algebraischen  Analysis.     {.  T« 


*\' 


theii  \rt 


\^ 


iriKWO. 


Einige  n 


che  Aufj^aben. 


owski, 

Idnl,  cammniidin 


Auf  gäbe  \.     Eine    Linie    von    der  Länt;e 
sich    ztvischen    den  Schenkeln  eines    recbtenWinli 
KO,     dass     die     Endpunkte     derselben    immer    auf  den 
Schenkeln  bleiben:  man  soll  die  Curve  finden,  ivelcbe 


ch      di. 
nnkte  der  ge 

_  Jsuni 
Linie  e 


nf 


DuTi 


AC=u 


BC= 


Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 

oder  ffir  u   und  v  ihre  Werihe  gesetzt: 

Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  zu  erbalten,  hat  I 
die  Gleichung  (1)  nach  u  zu  differeuzüren  und  dann  ans  (1)  i 
der   durch  Uiflerenziiren  erhaltenen  Gleichung  a  zu  eliminiren. 
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« 

Differenziirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  cc,  so  erhält  man 

(2)  —  ■^. — ^  + ^==0  , 

^  sma"  ■    cos«* 

ier  auch 

(3)  ^cosa'=j?sina'. 

Damit    sich   die  Elimination  leicht  ausführen  lasse»  verfahre 
lan  auf  folgende  Weise. 

In  (3)  setze  man   1—sina*  statt  cos«*,  so  ergiebt  sich: 

ycosa=  (^cosa  +  orsina)  sina^ ; 

lividirt  man  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht: 

Sin«      \smtt       cos«/  * 

»der,  da  nach  Gleichung  (1)  der  eine  Factor  rechts  ==a  ist: 


^—  =asina* 
sma 


nd 


(4)  ^=sina3. 


a 


Wird  in  (3.)  nun  1 — cosa*  statt  since'  gesetzt  und  eben  so  wie 
»ben  verfahren,  so  erhält  man 

cc 
(5)  -=cosa'. 

Um  nun  a  zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  %  und 
addire  dann  beide  Gleichungen»  wodurch 

entsteht,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  der  Länge  a  +  6  be- 
egt  sich  zwischen  denSchenkeln  eines  rechten  Win- 
eis  so»  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
chenkeln  bleiben;  nian  soll  ^le  Gleichung  der  Curve 


l 

1 

finden,  welche  einPunkt  derLin 
dieLänge  a  von  dem  Endpunkte  i 

ie  beschr 
enelben 

eiht,  der 
entfernt 

um 
ist 

LSsung.    AB  (Taf.  V.  Fig.  ».) 
Linie,  la  der  die  Cnrve  beachreibende 

ei    irgend 
Pnnkt. 

eine  Lagfr 

der 

AIH 

Winkel    ÄBC= 

nnd    PM 

=s; 

i 

Man  bat 

(l)                |=cos« 

1 

Quädrirt '  maii  die 
entsteht 


welches  bekanoUicIi  die  Gleichung   iler  Ellipse  isl 


Aniuerkuns. 
scbTeibende  Punkl 
steht  ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  w 


Ist    wie   in  Taf.  V.     Fig.  10. 
der  Verlängerung  von  AB  gegeber 


Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsatzes, 
den  Herr  Professor  Proas  in  Nr.  XXXI V.  des  6.  Bandeo  dieses 
Archivs  gegeben  bat. 
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ire1>iiii9saiir$?a]ben  für  Schüler. 

Man  soll  diejenige  Gurve  bestimmen^  welche  die  Krummungs- 
littelpunkte  einer  gegebenen  Curve  bilden,  sobald  die  letztere 
of  der  Abscissenachse  oder  einer  Parallelen  dazu  fortgewälzt 
ird.  —  Aus  der  Kettenlinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
^arabel  mit  demselben  Parameter,  aus  der  Cycloide  ein  Kreis, 
essen  Halbmesser  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzeu- 
lenden  Kreises  ist. 


Miscellen. 

Roch     eine     Auflösung     des     Problems     des     Rückwärts- 
•rnichneidens  mittelst  des  Messtisches.    Ion   dem    Heraus- 
geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung 
ßr  sich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunkte  D  liegenden  Winkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  Kürze  wegen  resoective  durch  a  und  /3  be- 
zeichnen. Sind  nun  E  und  F  die  Durcnschnittspunkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  B CD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BF,  CF  zieht, 
ofenbar 


jCAEC=a,     ^BFC=ß.l 

•  P«raer  ist 

z:  CAE  =^CDE=^  BDV^  ß 

und,  »eil 

^  CBF+  Z.  CDF=^ADC+  ^  CDF=  180' 

bt.  SU  int 

^CBF=^ADC=a. 

Uebertegt  maa  Duo  noch,  äans  D  der  Durch  sc  bnittspunkt  da 
beiden  Linieo  AF  und  BE  ist,  an  ergiebt  nich  ans  dem  Vorhi 
gehenden  unmittelbar  die  folirende  Bestiiumuussweise  des  Piu 
tes  D  mittelst  des  Messtische«,  wobei  die  den  Punkten  A,i 
C  auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  duif 
A',  B',   C  bezeichnet  werden  solleu. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  AC,  orieotire  den  Tisch  n 
C,  drehe  sodann  die  Klppregel  um  A,  visire  nach  B',  und  tiet 
an  der  Kipiireget  die  Linie  AE.  Hierauf  lege  man  die  Kip| 
regel  an  EA ,  orienlire  den  Tisch  nach  A',  lege  die  Kippregel  i 
C,  visire  nach  C  und  siehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CK 
Durch  sc)  loittspuTikt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linie 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  £  auf  dem  Tische. 

II.  Man  lege  die  Kippregel  ütj  ßC,  oiicotire  den  Tisch 
C,  drehe  sudaun  die  Kippregel  um  B,  visire  nach  A',  und  zidit 
an  der  Kippregel  die  Linie  BF.  Hierauf  lege  man  die  KJppr^ 
an  FB.  onentire  den  Tisch  nach  B',  lese  die  Kippregel  an  C, 
™irenachC'  und  ziehe  an  derKippregel  oieLinieC".  Der  Durch- 
Schnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezageneu  Linien  BF 
und  CF  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

in.  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF,  so  ist  deren 
Durchschuittspuukt  der  gesuchte  Punkt  D  auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Probleme 
des  Kückwärtseinschneidens  aus  dem  Traite  de  navigation 
par  V.  Caillet.  Tome  I.  Brest.  184H.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie,  vrie  es  mir  scheint,  für  die  Anwendung  in  der  Praxis  tvohl 
geeignet  tverden  durfte,  die  sich  a.  a.  0.  nicht  Ondet,  auch  ein 
kleines  Eigenthamsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dürfen. 
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lieber  die    Gleichung    (A  rchiT.  Th6il  \II.   S.  293.),    welcher 

angeblich   keine  complexe  Zahl  genügt.   Von  dem  Herrn  Ductor 

R.  Baltzer,  Oberlehrer  an  der  Krenzuchule  zu  Dresden. 

Das  StauDen  über  eine  unerwartete  Erscheinuns,  weiche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird  y  pflegt  die  Geister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben,  ohne  dem  Zweifel 
Tiel  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glüskiicherweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner ^s  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Glei- 
drang  des  Herrn  Prof.  Schiömllch,  welcher  angeblich  keine  com- 
plez6  Zahl  genügt,  die  Thatfrage  zu  erbeben,  und  hat  durch 
jknwenduns  der  gewöhnlichen  Methoden .  complexe  Zahlen  gefun- 
den, weiche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich,  genügen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  Xill. 
8.  334.),  ve^muthet  deshalb  einen  Irrthum  in  dem  raericwärdigen 
Aufsätze  des  Herrn  Prof.  Schlo milch. 

In   der  That   fiäit   der   übrigens  schon  angelegte  Beweis  in 
:4iliem  Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 

r 


aHft*      (tt +1)^  +  6*  ^  (a+2)«  +  6a 


•.* 


*»»■„  »..Ige,  ^  ^p^d  m.h,  .„ -4,-,^^^ 

Mi,  und  folglich  nur  för  6=0  oder  a=oo  verschwinde.  Die  letzte 
Folgerung  ist  nur  richtig ,  wenn  d  positiv.  Ist  dagegen  a  negativ 
(wie  in  den  von  C lausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
aweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Bruch 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
aus  die  Möglichkeit  des  Versehwindens   der  Keihe  einleuchtet. 


Druckfehler  im  15teii  Theile. 

S.  147.  Z.  12.  von  unten  statt  ,,neae''  setze  man  ,,nur''. 

S.  166.    -  14.    „     oben      „    „ihr*'         „      „      „ihm". 

S.  169.    •     6.    9,    unten    „    „Ereignisse'*   setze  man   »»Erge 

nisse'% 

S.  172.    -     8.    „       „    vor    „auf"  setze  man  „bis''. 

S.  182.    -    2.    „        „    statt  „Zu"      „        „    „I  n^'. 

8.  196.    -   18.    „        „      „      „Richtung^'  setze  man  „Reihunj 
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Oeometrisclie  Auigahen. 

Von 

Herrn  S.  E.  Baltr>usch 

zu   Dan  zig. 


I. 

Vier  Gerade  gehen  durch  eineo  Punkt  und  begren- 
len  drei  gegebene  Winkel  in    einer  Ebene;     man    soll 
tioeGerade  ziehen^  die  jene  vier  Geraden  so  schneide, 
lass  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege-. 
benen  Grössen  gleich    seien.    (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gegebenen  Winkel  seien  A0B  =  a9B0C=ß, 
wd  COD=y\  die  gegebenen  Abschnitte  AB=a,  CD=:c. 

Konstruktion.  Beschreibe  überc  einen  Bogen ,  welcher 
itn  gegebenen  Winkel  y  fasst;  mache  Winkel  CD&izzß,  GDH 
^a.  Ziehe  durch  G  zur  CD  eine  Parallele  OK,  mache  GK=a, 
J^längere  KG,  welche  den  Kreis  in  J  treffe,  und  beschreibe 
hrch  die  drei  Punkte  K,  «/,  K  einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
'nod  E  schneide;  ziehe  AH,  HE^  welche  den  ersten  Kreis  in 
^  und  O*  treffen;  endlich  ziehe  GO ,  GO',  welche  der  CD  in 
•»  F  begeben;  so  begrenzen  AO,^  BO,  CO,  DO  die  drei  ge- 
pbenen  \Vmkel  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  AB—a,  CD=c  der 
O  sind  gegeben. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Punkte  O';  denn  es  ist  auch 

FO'E=a,     EO'D-Ö,    DO'C=y; 

Kih  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a  ^\ei\c\\. 
Theil  \YI.  \l 


ulan  AK  parallel  BG;  ilaher 

AB=KG=,i,    BOC=C0'G=ß,     miti    rOO=y;     I 

also  leistet  der  Pankt  O  das  Verlangte.  | 

Aber  aucb  der  Punkt  O'  erfüllt  die  geforderten  Bedin^ui^ 
Denn  UEK  — HO'G=ti;  also  EK  paraUei  FG,  und  7Ä  pars 
AF;  daher  EF=GK=a,  und  hieraus  folgt  DE=BC.  Die  te( 
Behauptung  wird  in  folgendeni  Satee  eroieseii. 

Satz. 
Der  Kreis  M  schneide  den  Kreis  m  in  P.  P--.     zi€ 
die  Sekante  AB  beliebig,    wel 
A.  A',  den  anderen  in  C,  C  trc 
durchschneiden  den  Kreis  m  ir 


L 


t  man  nun  BC^A'C,  zieht 
:>  schneide,  und  die  DU'. 
ist  AB  =  A'B-. 


1   ersten   Kreis 

I  Sehnen  ^/>,  J 

(Taf.  VI.  Fig. 

BO,   welche  d 
tvelche  die  ÄÄ'. 


Denn    für  die  Traosverüale    AP  ist  in  Bezug  anf  die 
dea  Dreiecks  BÄ'E  fol;;ende  Gleichung 

1)     BO.EP.AA  =  BA.A'P.EO\ 

fär   die  Transversale  BD  !n  Beaug  auf  dasselbe  Drrieck  Bi 
,i8t  die  Gleichung 

2)     BD.EO'.A'B'=^BB'.A'0'.ED. 


3)    PE.EO'^OE.ED, 


4)    OB.BD=iCB.BC'=CA'.A'C)  =  0'A'^'p. 

Weon  man  das  Produkt  der  GleicbKogeD  1)  und  9)  durch  dosP 
dukt  der  Gleichnngen  3)  und  4)  dividirt,  so  erhKIt  mau 


AA'.A'B'=:AB.BB'; 


^ 


AB:A'B'=AA:BB'=:AB-t^BA'.BA'  +  A'ß'^JSJ:>Bi} 
daher 

AB==AB'- 
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6)    Es   ist  FDP'  parallel  ABy   und  AF  parallel  BD. 
Denn 

AOBz=:DP'P=:FP'P=FAP; 

so  AF  parallel  BO,    Ferner  ist 

A'PP'^  P'DO'^z  P'FA' ; 

Iso  AT  parallel  DB';  und  da  AA'=Bff;  so  ist 

l^FAA'^^DBB'; 

Iso  AF=zBD\  daher  ist  ^^Z>F  ein  Parallelogramm.  Folglich 
st  die  Behauptung  erwiesen. 

c)    Macht  man  JÄ=-4'ß';  so  ist  BC=CA\    Denn 

1)      BO.EP.A'A=BA.A'P.EO; 

2)    BD.E(y.A'B' -BB'.A*0'.ED; 

3)    PE.e6'=0E.ED; 

4)    J'Ä'=ilB. 

)a8  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  divi<urt»  giebi 

B  O.BD.AA'-  A'(y.A'P.BB' . 

b  ist  aber  AA'=:BB';  daher  ist 

BO.BD=A'(y,A'P. 

Nun  ist 

DB.BOzxCB.BC, 

od 

Daraus  folgt 

BC\AC=^Ä'C:BC. 

l^&re  nun  BC  nicht  z=zA'J(y^  so  musste  ßC  entweder  > 
Jer  <-4'Csein;  wenn  BC^A'O  wäre,  so  mösste  auch 
YC>BC\  oder  A'C+CC^  BC+CC,  oder  J'C">Är  sein, 
äs  üomOglldi  ist;  daher  kann  BC  nicht  >  ^^C  sein;  und  aas 
dmselben  Gnmde  kann  BC  auch  nicht  <  i^'C'  sein ;  folglich 
uas  i?C  nothwendig  =A*C  sein. 


\1* 


ti 

II 

1 

1 

a)     In    welche    Vierecke    lassen    «ich  an. 
ecke  80  beiichreibeii,  Aash  die  Seiten  des  ein 
lienen    mit   denen    des    sesebenen    an    jeder 
eineeschriebeneu    Vierecks     gleiche    Wink« 
(Taf.  VI.   Fig.  3.). 

d«c.  Vi 
1     Lild 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A 

.B 

.  C.U; 

J'+2»+B'  +  2(S+<   +2y+»+M= 

8«: 

aber 

A'+B'+ct^iy=iR: 

also 

•2«+2^  +  2,  |-2J  =  4K; 

1 

fcigiich 

«+?+,     «=2R. 

1 

Nun  ist 

^+o1^J+C+J  +  ,=4«: 

1 

Das  gesuchte  Viereck  ist  also  ein  solches,  am  welches  sieb 
Kreis  beschreiben  ISsst. 

b)  Ei»  Viereck,  io  welchem  die  Summe  der  geg 
äberliegenden  Winkel  2A  beträgt,  ist  g«geben,  i 
man  sali  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  d 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebeoen  bd  i 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bild 
(Tat  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  ABCD;  also 

Uie  Uifwonaleo  desselben  schneiden  sich  in  O;  aus  O  ziehe) 
Senkrechte  Oa,  Ob,  Oc,   Od  auf  die  Gegenseiten  des  Viere« 
solches  Viereck,     dessen  Seiten   mit  denen 
an  a,  b,  c,  d  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Krelsviereck,  also  ist  / 
=:AOd=BOb,  wen  ^AOdoäXBOb;  ferner  ist  £0i=' 
weil  BaOb  «n  KreisTiereck  ist;  daher  Aad^=:Bab. 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Winkel  an  den  Ecken  6,  c, 
d  erwiesen. 

c)  Wenn  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
einen  Diagonale  eines  Kreisvierecks  zwei  Senkrechte 
auf  zwei  Seiten  des  Vierecks  zieht^-  und  durch  die 
Durchschnittedieser  Senkrechten  mitder  anderenDia- 
gonale  zwei  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  Punkte  der  ersten  Diagonale;  die 
Fusspnnkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  dieEcken 
eines  Vierecks»  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
schriebenen Vierecks  begrenzen.  Die  Seiten  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
b)  eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.). 

Es  mögen  ßc,  ßd  senkrecht  auf  CD,  DA  sein,  und  die  Dia- 
gonale ^C  in  a,y  schneiden;  ferner  seien  ab,  ya  senkrecht  auf 
CB,  BA:  so  treffen  ab,  ya  in  einem  Punkte  d  der  Diagonale  £Z> 
zusammen. 

Träfen  sich  ab,  ya  nicht  in  der  Diagonale  BD,  so  m^en 
sie   sich  in   d'  begegnen,    und  8^  liege  also   ausserhalb  der  JoD. 

Es  sind  ABCD,  Aayd,  abCc,  also  auch  aßyö'  Vierecke,  um 
welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen.     Folglich   ist 

aßö*  =  ayö'  =t  Aya  . 

Nun  ist  auch 

BAC=BDC    und    Aay=Dcßz=zR; 

also 

^AaYC<>^Dcß, 

daher  AyazzzDßc,  folglich  aßd'=Dßc.  Daher  fällt  6'ß  mit  D8 
zusammen ;  also  treffen  sich  ab ,  ya  in  d ,  einem  Punkte  der  BD, 
Viereck  abcd  ist  ein  solches,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn 

Aad  z:2Ayd=:  ßya = ßda = baB , 

weil  Aayd,    yßad,  öbBa  Vierecke  sind,    um  welche  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  abB=:cbC;  etc. 

Sei    nun    Oa\   Ob',    0&,    Od' aenkrechi  auf  AB,  BC,  CD, 
DA,  80  folgt  daraus 


d)  Die  Umfang 
oder  c)  id  ein  Kreis 
een  einaader  gl 


ck  eioeeschr 
(Taf.  Vn.  T 


Mao  verlängere  br  um  ein  Stück  ce^cd,  ab  um  ein  Slili 
bf^=be,  da  um  ein  Stärk  ag=.af;  so  ist  dg  gleich  dem  U| 
fange  de»i  Vierecks  ahcd.  Ebenso  verfahre  man  mit  dem  UmfaD] 
des  Viereckt»  a'b'g'd',  so  erhält  man 

d'ff'=d'a'  +  afb'  +  6'c'  +  c'd'. 
Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg^zd'g'  ist. 
-      Es  ist  Viereck  dcc'd'  ^  Viereck  ec&e';    d&aa 
dc:^ce,    cc'  =: €&,     d'c'  =  c V  , 

dce'  =  ecc',     cc'd' =cc'e'; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und   die  heiden  dazwischen  \k- 
genden   Winkel    des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  genomineii 

§leich  den  gleichnamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Ads 
enselben  Gründen  ist  Viereck  e'ö'be  ^  Viereck  fb'bf,  uiiil 
Viereck  faa'f  ^gaa'ff.     Daher  ist 

dd'=ee'=ff=gs'. 

Ferner  ist  Winkel 

adA  =  cdd'  =  cee'  :=  bff  =  ayg' ; 


also  dd'  gleii' 
gramm,  also  i 


und  parallel  gg" '. 
=  d'g'. 


daher  ist  dd'g'g  ein  Parallelo- 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind :  so  haben  m 
stets  einen  Aehnlicbkeitspunkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jeden  die- 
ser beiden  Fülle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  eu  zerlheilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  siod, 
so  smd  die  parallelen  Seilen  entweder  einstimmig,  d.  h.  nack 
derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstimmig,  d.  h.  enise- 
gcngesetzf  parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnainiKe 
Seiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nur  einen  äusseren  AehnlicV 
keitspunkt. 
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.  Zwei  ähnliche  Vielecke ,  deren  gleicÜDaraige  Seiten  entge- 
angesetzt  parallel  sind,  habeo  nur  einen  Innern  Aehnlichkeits- 
ankt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
erweisbar;  vielleicht  weniger  bekannt,  oder  doch  nicht  so  behan- 
delt, wie  hier,  sind  die  beiden  folgendem  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vialecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 
in  dersalben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
Snssern,  im  andern  einen  Innern  Aehnlichkeitspunkt. 
(Taf.  VII.  Fig.  2). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerteilten ;  und  da  der  Aehnlich- 
keitspunkt zweier  ähnliehen  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
punkt der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  darf  man  nur  den 
Aehnlichkeitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)    £s  sei 

und  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begren- 
aan  gleiche  Winkel,  nnd  bilden  dadurch  drei  Vier- 
acke,  um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  drei  Kreise  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher. der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.      (Taf  VII.  Fig.  2.). 

s  Das  erste  Kreisviereck  ist  ADAEy  das  zweite  BFRO,  und 
das  dritte  CFCE.    Die  Grflnde  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA^  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D  und  P;    so   ist  P  der  gesuchte  Aehnlichkeitspnnkt.     Denn 

^PABc<f^,PA*B*', 

weil  PAE=PA'E,  da  beide  auf  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA' ADE  stehen;  PBD=iPBD,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  idso 

AB:A'B'^PA:PA':=zPB:PB'. 

Auch  ist 

/^PACcoäkPA'C; 
denn 

PÄD  ^  PÄD, 


well  beide  auf  demseUien  fio<;en  PD  im  Kreise  PÄD  ülehen.  «ml 

PA:PA-  =  AC:A'C': 
Also  auch  ^^^1 

PC:P(:'=:ACiA'C.  ^^1 

Die  Terhältnisee   zweier  Abstände  des   Punktes   P  von  zwei 

gleicimamigen,  Eckpunktoii   beider    ähnlichen  Dreiecke  sind   unlei 

l    einander  gleich;  daher  ist  P  der  Aehnlicbkcitspunkt  beider  Drei- 

I  «cke.     Der    dritte   Kreis  CFOE  muss    nucb  durch   den  Punkt  P 

I    geben.     Denn 


=  A'PC\ 


=  BPC 


\ 


JPC^ 
"well  ^APCco^APC; 

APB=APB-. 
ans  deniaeibeu  Grunde ,  \s\sa 

APB-APC=APB-A'PC'  oder  CPB=C'Pß-. 
und  dazu   Gleiches 

ßPC 
gesetzt,  giebt 

CPC=:BPB=BDB'=CKC . 

Daher  liefen  die  fönf  Punkte  C,  F,   C,'  E,  P  auf  dem  Umfange 
eines  Kreiset». 

b)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem, 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.'  (Tal. 
VII.  Fig.  3.}. 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP, 
ß  der  ÄDttelpunkt  des  Kreises ,  welcher  durch  BB'P,  und  y  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  CCP  geht. 

Die  Centrale  aß  halbirt  die  Bogen  DmP,  DnP  m  m,  n;  die 
.  Centrale  uy  halbirt  die  Bogen' EpP,EqP  in  p,  g,  und  die  Cen- 
trale ßy  haJbirt  die  Bogen  FrP,  FsP  in  r,  t. 

Es  ist  nun  za  zeigen,  dass  DAE=map,  also 
^T    Bogen  DE  —  Bogen  mp. 
Bogen  DE  =  Bogen  DEP  —  Bogen  EmP; 
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2  Bogen  DE  =  ^   Bogen   DEP  —  ^    Bogen  EmP 
=  Bogen  mpP  —  Bogen  pP  =  Bogen  mp . 
Daher 

mapz=zDAE=BÄC. 
Eben  so  zeigt  man,  dass  rßn=  FBD;  denn 

rt  Bogen  FD  =  ^  Bogen  Frf^  —  jj  Bogen  DnP 
=  Bogen  rnP  —  Bogen  ??P  =  Bogen  rn. 
Daher 

Folglich 

^aßy=:^ABC, 

c)  Wenn  znei  Dreiecke  ähnlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen Seiten  nicht  parallel  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  aufeinander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, welche  die  gleichnamigen  Ecken  beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt:  so  bilden  die  Theilungspunkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

r 

Die  gegebenen  ähnlichen  ^Dreiecke  seien  ABC  und  A'B'C. 
Ziehe  Ah^  B^c,  Ca  parallel  AB^  BC,  CA,  und  mache 

bA'  =  A'B',    B'c=B'0,    Oa=CA\ 

Verlängere  die  drei  Geraden  bA\  B'c,  Ca,  welche  sich  in  a'yb', 
6-'  trefllen;  so  ist 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrenzen,  so  ist 

B'A'h'  =  CB't'  =  A'  Ca' , 
also 

bA*B'=&B'C=^a'CA'i 

and  Ha  die  drei  Dreiecke  b'A'B' ,  c'B'C,  a'CA'  gleichschenklig 
siiid,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 


A'ß'tß'C:CA'  =  bB':eCiaA'. 


Nach  der  Kon^itruktion  ist  aber 


I 


Fiilgliub  isl 


a)     Weon 
Ken  Seiten  nn 
ler    Richtung 
Aehnüchkeitsi 

vra,  Fig.  1.). 

Sei 


Cy:yC=AC:A'C; 


=  ßy:cC-=ya:aA-=^ABAB  +  A'B'. 

\aßyoJ\ABC.       ' 

'•  Dreiecice   Rfaiilich,    ihre  gleicfanami- 

und  in  entgegen  geset«- 

>lgen:     eo    soll   man   den 

xiiikt  uciuer  U   eiecke  bestimmen.   (Taf. 


Theile   AA',  BB' 
Seiten;  also 


li^ABCo^XA'CB'. 

ach  dem  Verbältnisse    ; 


'  gleicbnamigeo 


AD:DA'=:AB:AB'^BE.EB' .. 


und  suche    zu  den  drei  Punkten  A,  D,  A'  den    vierten  barmoni- 
sehen  tl,  d.  h.  es  muss  sein 

AI):Ad=DA.A'd, 

daraus  folgt 

AD  +  Ad:  Ad—AD=^  DA'  +  A'd :  A'd  -  DAf ; 

sei  a  die  Mitte  voaDd;  eo  irird  vorstehende  Proportion  folgende: 

'2Aa:2na  =  'ZDa:2A'a 


Aa:  Da^  DaiaA' . 

Nun  beschreibe  man  um  a  mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  DE 
in  J  schneide;  so  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitsnunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Denn  man  bestimme  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drd 
Punkten  B,  E,  B'  den  vierten  harmonischen  Punkt  e,  balbire 
Ee  in  ß,  nnd  beschreibe  um  ß  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigeD  Kreis  in  J'  und  K  schneide ;  so  kann  man  leigen,  nie 
vorher,  dass 


Ist    Ea  ist  nun 
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BßißEr^EßißB' 


^A'aJ'OJ^aJ'A-, 


well 


und  AaJ*  beiden  Dreiecken  gemein.    Daher 


terner  ist 


also 


aJ'D=:aDJ'^DJA  +  DAJ';    ' 


A'J'D=DJ'A; 


folglich 


A'J':J'A==A'ü:DAz=:^A'B':AB. 
Eben  so  zeigt  man«  dass  B*J*E=EJ*B;  daher 

BJ'  :J'B'=B'EiEB=A'B'iAB, 

und  daraus  folgt 

« 

i^A'J'B'co!^AJ'B\ 

also  A'J'B'-rzAJ'B-,  daher 

DJA*  +  A'J'B*  +  fi  ./'£  =  DJ'A  +  ^  J'Ä  +  ÄJ'U  =2Ä ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;    folglich   ist  J  und  J'  ein  und  derselbe 
Punkt. 

Aus  Vorstehendem  iSsst  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

^A'JOco£iAJC,    und    ^B'JCoo^BJC. 

Dafawr  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspünkt  der  beiden  ätinlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  A,  Dy  A*  gegeben ,  so  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  finden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d  gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  ^2^^  nach  dem  Verhältnisse  piq  zu  thei- 
Un.    (Taf.  VIU.  Fig.3.). 


I  Uelieliiger  Richtung,  A'G  parallel  AF;  macbe 
3^=0,  ziehe  FG ,  nelcliB  die  AA'  in  D  schneide; 
irallel  AF.  maclie  DK=p  uud  liehe  FK,  welche 
treffe:  so  ist  a  der  Mittelpunkt  und  aD  der  RadluB 

u  Kreises. 


AF 


AF:DK=p:q  =  Aa:aD- 


AD.Üu=D    '-.A-a; 


.     AU.  DA 

Macht  man  die  Verlan 
FB.  welche  der  AA'  in  d 
momsche  Punkte,  und  a  u 


=  üa:        =Att:«D. 

^crnng  von  GA'=q~A'H,  uod  ziebt 
begegnet^  so  sind  AO ,  A',  d  vier  har- 
it  die  Mitte  von  Dd 


Diese»  kann  man  durcli  Pro|iortioiien,  aber  ancb  auf  folge  i)  de 
Art  erweisen.  Ziehe  HK,  welche  die  Fß  in  L  erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  und  DK  zugleich  Va  ^"^  GH,  daher  HK=KL, 
also  auch  da:=aD,    tveil  HK  parallel  Dd  ist. 

ß)  Wenn  die  gleichnamigen  Seite  n  zweier  Ähnli- 
chen Dreiecke  nicht  parallel  sind,  ihre  gleichnami- 
Sen  Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf einan> 
er  folgen:  so  gl  cht  es  drei  Kreise,  deren  jeder  durch 
den  Aebnlichkeitspunkt  geht,  jeder  seinen  Mittel- 
punkt in  einerGeraden  hat,  welche  zivei  gleichnamise 
Ecken  beiderDreiecke  verbindet,  und  die  zweiPunkle, 
D  welchen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
tvelche  die  Centrale  geht,  vier  harmoni.sche  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  so  wie 
die  gleichnamigen  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  (Taf.  VIll.  Fig.  4.). 

Sei 

Mair  theile  AA'  in  D,  ÜB"  in  E,  CC  in  /'  so,    dass 
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ADiDA'=^BEiEBf=^CF:FC':=:AB.AB' 

sei.  Suche  nun  zu  A,  1>,  A'  \  B,  E^  B'\  C,  F,  C  den  vierten 
harmonischen  Punkt  d\  e;  f;  balbire  Dd,  Ee^  Ff  in  a,  ß,  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  a  mit  aD,  um  ß  mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
J  schneiden :  so  ist  J  der  Aehulichkeitspunkt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'C,  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J  und  F  einen  Kreis ^  dessen  Mittelpunkt  /  in  CO  liege.     Da 


i 


so  ist 


CJB^OJB',    BJE=B'JE, 


CJE  =  CdEy     , 


oben  erwiesen, 


also 


daher 


y'FJ  =  FJy' , 


y'JC  =  ycj; 


Ay'C'JooA/^C'; 


also 


Cr':yF=Fy':yCy 
oder 

cy + /F:  /F  --yC'=Fy'+ yC:  /C-  /F ,  . 
oder 

Cf'iCF^f'CiCF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CC  in  /'  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
C,  /'  vier  harmonische  Punkte;  folglich  ist  /*'  und  /  ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  f  und  y  ein  unu  derselbe  Punkt. 

7)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
gen mit  dem  Aehniichkeitsponkte  in  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  D,  J,  F  und  E,  so  wie  dJef. 
(Taf.  Vlll.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet i  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  «zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CO 
in  F  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  tbeilet. 


Also  angenommeD ,  der  Punkt  J  sei  durch  die  beiden  Kreise 
upi  u   aod  p  bestimmt,    die  Gerade  DJE  gezogea ,    welche  die 

\*^'   B'JE^BJE, 


iahet  ist 

*'»nt'>  *i'KV-rM  V  CJE=  CJE. 

OF:FC=CJ.CJ=AB.AB. 


einer  Geraden  li^eu. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Ponkte  d,  J,  f,  e  in  einer  Ge- 
raden ;  denn 

DM  =  R  =  EJe=FJf;-        rÜSi  J  '  ' 

weil  Dd,  Ee,  fy  Duicbmeaser  der  Kreiae  sind. 
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Slementarseometrischer  Beweis  eines 
n  diesem  Archiv  Tiel  Ibesproclieiien 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gymnasialdirector  August 

in   Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  den  es  sieb  hier  handelt,  ist  im 
).  Theiie  S.  341.  und  im  15.  Theile  8.  351.  untersucht,  auch  ist 
ir  einen  sehr  speciellen  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 
1  15.  Theile  S.  ö58.  gegeben.  Er  lässt  sich,  so  weit  er  die  Win* 
)l  des  Dreiecks  betrifft,  höchst  einfach  durch  indirecte  Sshlusse 
IS  dem  folgenden  ableiteo,  der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
hrung  zuläsat. 

Lehrsatz,  Wenn  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
reiecks  durch  Transversalen  proportional  getheilt 
erden;  so  ist  die  Theituo^stransyersale  des  grosse- 
iu  Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
BOACß  und  der  kleinere  Winkelt  C^ durch  die  Transversale  CD 
beliebigem  Verhältniss  getheilt;  so  dass  ACD : DCB :=zm:n. 
s  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B  gezogene  Transversale,  die 
in  grösseren  Winkel  ABC  iü  demselben  Verhältnisse  mm  theilt, 
einer  ist  als  DC 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
BE=DCA  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
BE  und  ACD  die 'Proportion  AB:AC=BE:DC;  weil  aber 
B<,ACy  so  ist  auch  BE<,DC. 

Ferner  lege  man  die  Transversale  BF  so,  dass  Winkel 
BC=DCB   wird;     dann  haben  die  Dreiecke  FBC  und  DCB 


eine  gleiche  Seite  BC  und  etnoD  gleicliea  anliegenden  Winkel 
FBCf=  DCB\  es  musä  daher  in  demjenigen  Dreieck,  in  welchem 
der  ziveite  an  dieser  Seite  anliegende  Winkel  ßrüsser  ist,  auch 
die  Gegenseite  dieses  Winkels  ^rlisser  sein  als  die  entsprechende 
Seite  dea  anderen  Dreiecks;  roiL,lich  ist  auch  BF<,DC. 

Soll  nun  der  erössere  Winkel  ABC  )iropoTtianaI  mit  dem 
kleineren  Winkel  ÄCB  cetheilt  werden;  so  «erden  Beine  Theile 
grösser  als  die  Theile  des  anderen.  Es  niusa  also  der  an  BA 
anliegende  Winkülthell  grösser  sein  als  Winkel  ACD,  d.  i,  gros- 
ser als  ABE.  Die  Theilungslinte  iallt  daher  ewiscfaen  BEnnA 
BC.  Eben  so  muss  der  an  66' anli«;ende  Winbeltheil  grösser, 
sein  als  Winkel  DGB,  d.  i.  grösser  als  FBC  Die  TbeilungS; 
linie  fiillt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA.  Ist  demnach  BG 
diejenige  Theilungs transversale ,  durch  'welche  die  Proportion 
AßG:GßC=ACD:DCB=m:n  unter  deo  Wink  eltheilen  eat- 
slcht;   80  liegt  sie  auch  nothxendig  zwischen  BE  und  BF 

W^n  aber  von  einem  Punkte  B  ausserhalb  einer  geraden 
liinie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieselbe  gezogen 
sind,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grossere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  Jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  DC  ist;  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CD  sein.  | 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zusati").  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durcb 
gleiche  Tran«yerealen  prutiortional  getbeilt  sind,  so 
sind  die  Winkel   glei«h. 

Beitels.  Wären  die  Winkel  unn^leicb;  so  würen  auch  die 
Transversalen  un;ileich.  Du  diese  aiJer  gleich  sind,  so  künnm 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkuns;.  Die  Iteweisführung  gilt  fiir  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  für  den  Fall  anivenden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind.  In  diesem  Falte  wird  BE=DC.  Für  den  Fail, 
dass  BD  und  CF  divergiren,  die  Winkel  also  eigentlich  Ausseo- 
winkel  eines  Dreiecks  sind ,  lässt  sich  aus  dieser  Construclion 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  ££>  7>r  ergiebt,  weshalb  eine 
Ver^leichung  zwischen  BG  und  DC  auf  diesem  Wege  nicht  möa- 
lich  wird.     ^ 
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BTenn  zwei  der  Tier  Durchschnitts- 
lunkte  zweier  Hef^eischnitte  sich  mi- 
indlicli  entfernen  sollen,  wie  müssen 
Mann  die  Coefldcienten  ihrer  Olei- 
chnng^en  znsammenhangren? 

Von  dem  ^ 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 

zu  Utrecht. 


Bevor   wir   zur  eigentlichen  Aufgabe  übergehen,  wollen  wir 
s  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen: 

1.  Welcher  Zusammenhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gcfmeinschaftliche  rcfelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen  statt- 
findeo? 

m  nachher  diejenigen  Fälle  zu  betrachten ,  in  welchen  zwei  Ke- 
ebcbnitte,  ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 
ennoch  die  in  der  primitive d  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
efnedigen. 

,  Es  scheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
iher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erbei- 
shen.  ßedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
irschiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen ,  durch  verschiedene 
leichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dass  in  der 
age  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
l^entlicb  gemeint  hätte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  L  mehrere 
Efielle  Aufgaben  enthält,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor- 

fty     Z.     6. 
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II.  V  in  er  Scheitel  eines  gewissen  Kegelschnitts  als  Coordi- 
n^eii-i  rspruug  gewählt  wird,  und  eine  der  Axen  diesen  Ke- 
gelsch.  tts  als  Ase  y^zf),  trie  müssen  alsdann  die  CoefVci- 
enteil  der  dleichung  dieses  Keselschiiilts,  vnn  denen  die  der 
Gleicbmg  eines  anderen  Kegelschnitte  abhängen,  d.  h.  wie 
niUBsen  die  Gleichungen 


A'3i'  +  BY+  C'xtf  +  ß'x  +  E-y  +  P=0 

mit  ein?inder  verbunden  sein ,  damit  zivei  der  vier 
ten  der  Kegelschnitte  einander  decken  1 


Asympfo- 


jedoch  hier  nicht  mit  diesen  specietlen  Aafga- 
"""■'""'  -ins  iin""-  der  Aufgabe  I.  die  allgsmei- 
»■*h        njenigen  zur  Asymptoten-CoJn- 
Eusaninienhang    gefragt  wird, 
;n-Axen  stattfinden  niuss,  d.h. 


)  Ansdnick  etr- 

den  Kege lach )....>,  iiiiiuiu. 

Es  genügt  jedoch  diese  An 
gäbe  I.  zu  einer  ganz  bestimm., 
in  der  Frage  nur  iniAllget 


»:*:  +  %+ F=0, 

baftiiche  Asymptote  besitze«"- 

.  t  noch  nicht,  um  unsere  kaf- 
t-M  machen.  Es  war  Dämlicb 
1  den  Co^fficienlen  die  Rede, 


id  es  dagegen  hei  jeder  Kei^elachnitfsgleichui 
Ax^  -)■  By^  +  Cxy  +  Dx  +  Ey^  F=0 

einigermaassen  unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  CoefBcientun 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  Coeftlcienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschal'tlich«n 
Factor  multiplicirt  werden  dürfen.  Bs  ist  also  auch  hier  zwischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  III.  und  der  speciellereu  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden ;  wobei  wir  DeutÜchkeits  halber  die  zwei  Grup- 
pen der  sechs  CoefUcienten ,  wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welchejede  einer  bestimmten  Bedingunguntetworfen  sein  soll, 
durch  AB(JuEF  und  Ä'WCD'E'F".  wenn  sie  dagegen  ganz 
wilikilhrlicb  bleiben  sollen,  durch  aßyäe^  und  a'ß'y'ö'B'S  andeuten 
wollen  ? 

111.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  -  Coincidiniog  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  Ooellicienten  zweier  Kegel- 
scbnittsgleichungen 

q3:^  +  ßy^  +  y.ry  +  8x  +  cy  +  t=0, 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Giu 
geu  zwiilf  CoefBcienten  tt,|3,..,.o',  ß',... 
Gruppen 
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ttM,ßM, ct'JU',  ß'JU', 

oder  zwei  Gruppen 

aN,  ßN,....a'N',  ß'N' 

als  Coefficienten  betrachteo? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  Coefficienten  einer 

fe wissen  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F  und 
^'  die  Einheit  darstellen  sollen ,  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Coefficienten  solch  eines 
Ausdrucks 

Aa:^  +  By^  +  Ca:y  +  Dx + %+l  =0, 
A'a:^  +  BY+  C'xy  -i^D'x  +  E'y  + 1  =0 

zur  Asymptoten -Coincidirung  erforderlich? 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte»  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten  -  Coincidirung  besitzen,  zweien  Bedingungen  genügen 
muss,  nämlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entfernung  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  III.  aus 
ßinem  System  zweier  Gleichungen 

X(aßydei  a'ßyd'e'S!)=0. 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  speciellen  Aufgabe  der  Art  IV 
[)esteht  aus  einem  System   von  vier  Gleichungen:  Es  sind   näm- 
lich alsdann  erstens  die  Coefficienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
lie  gerade  benützte  Coefficienten- Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

m 

f(ABCDEF)=0 

unterworfen,  zweitens  die  Coefficienten  des  anderen  Kegelsehnitts 
nner  ähnlichen  Gleichung 

F(4'BCB'E'P)=0; 

sndlicb  finden  die  von  der  Coefficienten -Wahl  unabhängigen  Be- 
ÜDgungen  der  Aufgabe  III. 

ilfiaßyöst  a*ßyd'B'Ü)=0 
Xiccßyds^  ci'ß'y'8's'ir)=0 

auch  bei  unseren  Coefficienten  statt,  se  dass  die  Coefficienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

il;(ABCDEF  A'B'CD'E'P)=0 
xiABCDEF  ABCD'E'P)^^ 
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miterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort '  auf  Aufgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  in 
den  iqeisten  Fällen  ein  System  vier  anderer  Gleiehimgeii 

q>^{ABCDEF  ABCiyEF')=zO  9a(^.-^'-)=0  (h{A...A'...)=zQ 

q)^(A,.»A\,.)=sO 

deren  jede  eine  Resultante  -  Gleichung  zweier  oder  inehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  CoefBcienten-Wabl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  I5sen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

(Pi(ABCDEF  A'B'CiyE'P)=0  (pti(A...A\.,)=0  tpr(A...A'...)=Si 

g>^(A,..A'.,.):=0 

worin   sowohl    die   Functionen   95  (p^  97  g)^   von  den  Functionen 
<Pi  fp2  9>3  9>4  verschieden  sind,  als  auch  die  Zeichen 

ABCDEF  AB'CI>E*F 

andere  Grossen,  fils  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  zwei 

^(ABCDEF  A'B'CI>BF')=Q, 
X(ABCDEF  AB'CD'E'JF')=:0 

mit  den  beiden  der  vorigen  CoefTicienten  •  Wubl  identisch  sind,  • 
während  die  beiden  anderen 

f'(ABCDEF)=:0, 
Y{A'BOD'E'F)=0 

von  denen  der  vorigen  Aufgabe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
Coefficienten  -  Wahl  ausdrücken. 

Zur  Beantworfiinff  der  allgemeinen  AuTuabe  111.  können  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  auf 
eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  111.  abzuleiten.  Je 
nacli  den  verschiedenen  Coeflicienten- Wahlen  nun,  womit  man  an- 
fängt, d.  h.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  weiche  man 
als  intermediäre  Hülfsmittel  beimtzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  111.  zu  lösen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  bei  derjenigen  W^ahl  der  sechs 
Coefiicienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  lösen, 
wobei  man  identisch  hat 

ri)  Ax^-\-Bif'^^i\xy-{  Dx-\-Eij^-F~{nx-\^by-{-\)(cx^-dy^-\)^e 
d.  li.  nach  tntwickelun2r 

Ax"^  +  Bii'^  +  Cxy  +  D.T  +  Ei/  +  F=  (nc).T^  +  (bd)y^  +  (ad  +  bc)  xy 

+(a+r)a;+(6+«0y  +  (e  +  l). 
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's  sind  daher  die  sechs  Coefficienteo  ABCDEF  hier  der  ße^ 
ingang  untenvorfen,  dass  sie  in  den  6 — 1=5  Grossen  abcde 
QSgedrückt  werden  können ,  und  zvrar  durch  die  sechs  Gleichungen 

A:=zac  B=bd  C=zad+bc  D=a+ c  E=zb+d  F  =  c+1 

1.  h.  dass  sie  zusammenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
tbcde  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Com- 
liniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Nr.  1.  mit  Nr.  4.  und  Nr.  2.  mit 
Sr.  5.«  so  ergiebt  sich 

(2)     a=^(/)±V/>2— 4^)    6=3  ^(Ei  V£a~4JB) 

c=:liD±V^ D^^^A)  dz=^^(ET\^ E^--4B), 

inrch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

C=ad  +  6c=:  ?  DJE—  \\r(m~iA)iE^'-'AB) 

ind  hieraus  nach  gehöriger  Entwickelung 

C^-^AB  =  CDE^BD^-AE^ 

^t  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  Coefficienten-Wahl  ausdrückende 
gleich ung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  CoeflGcienten 
^es  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

f)  ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  CoefBcienten  -  Wahl 
!ie  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

C^^iAB=CDE-BD^--AE^ 
^  ^  C^^^AAB'=^  CiyE''-B'D'^-A'E^. 

'ür  die  beiden  anderen  der  vier  Antwortsgleichungen  bekomneii 
'ir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen 

a=a*  a^=^&  c^=af  c=& 
b  =  b'  br=zd'  d=b'  dz=zd\ 

reiche  wir  jedoch,  da  nicht  nach  dem  Zusammenhange  zwischen 
leoConstanten  abcdabcd,  sondern  na^h  demjenigen  zwischen 
leaCoefficienten  gefragt  war ,  vorher  mittelst  der  Gleichungen 
2)  transformiren  müssen,  wodurch  wir  das  eine  oder  das  andere 
Itt  Gleichungen*Paare 

Theil  XVJ.  rL 
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« 

T  ±  T  '       T 

bekommen. 

Zur  besseren  Einsicht  iti  die  Bedeutone  dieser  TerschiedeoeQ 
Doppelzeichen  +  bedenke  man»  dass,  im  Falle  die  CoefBcienten 
ABCDEF  sechs  bestimmte  wären«  auch  der  Kegelschoitt 

ein  ganz  bestimmter  wäre,  und  daher  zwei  bestimmte  Airyniptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a  h  c  d,  ]e  nach  der  verschie- 
denen Ordnung,  in  welcher  die  Asymptoten  aufeinander  folgend 
gedacht  worden,  d.  h.  jenachdem  der  Kegelschnitt  als 

{ax  +  6y  +  l){cx  4-  i2y-|- 1)4-  e=0 

oder  als 

(ca:  +  c/y  +  l)(aa:  +  6y+i;  +  e=0 

betrachtet    würde,    auf  zweifache  Weise   durch    die  Coefficienten 
AB  DE  ausgedrückt  werden  könnten,  da   man  der  Grösse  a  ent- 

1  r 1  r 

weder  denVVerth  -(/>+V^/>'-^-4.1)  oder  den  Werth;^(/>— V^/>2_4j) 

zuertheilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welche 
der  Zeichen  -|-  oder  —  man  bei  den  Radicalen  der  drei  übrigen 
Grössen  b  c  d  nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
zweier  Gleichungen 

Ax'^  +  Biß-YCxy  +  Dx  +  Ey  +  F=0 
Ax"^  +  i?y  +  Cxy+l)'x  +  E'i/  +  P=:0 

mit    zwölf  bestimmten    und  den    Bedingungen    (3)   unterworfenen 
OoefQcienten,  so  kiainte   man  zwar  die  Zeichen  -f  oder  —   der  in 
a   und    a'   vorkommenden     Radicale     wilikühriich    auswählen;    es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  in  b  c  d  b'  &  d'  vorkommen 
den    Radicale   beslinnnt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verschie 
dene   Weisen    möglich ,    dass  unsere    Kegelschnitte    eine   geraein 
schaCtliche   Asymptote  hätten,  nämlich  in   den   vier  Fällen,   worin 
bei  den   verschiedenen  Bedeutungen   von  a  und  a\  das  Gleicbun 

gen-Paar  ?ZI?/  stattfände,  z.   B.  in  den  vier  Fällen: 
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+  +  — 

lie  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungen 

b=(V  d=:b'  d  —  df 

vierfacher  Bedeutung  der  a  und  a'  sich  ergebenden  4x3=12 
chungeo  -Paare  respective  mit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
len,  die  12  übrigen  dagegen  der  16,  aus  der  Combination  der 
Doppeizeichen  4:  der  Gleichungen 

ergehenden  Fälle  keine  Asymptoten-Coincidirung,  sondern  ge- 
e  andere  Zusammenhänge  der  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
len.  -Sind  nun,  vrie  in  unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
(icienten  ^£^6/)£F  alle  unbestimmt,  so  weiss  man  zwar  nicht, 
he  die  vier  Combinationen  der  vier  Doppelzeichen  der  Radi- 
seien, welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  ße- 
s  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weiss 
,  dass  nicht  alle  secliszehn  Combinationen  zugleich  als  zur 
chten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können;  sodass  es 
erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  a*  vorkommenden  zwei 
cale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

D±SfD^^A=zD'±yrD'^-AÄ' 

las  =0  Sein  des  Productes  der  vier  Functionen 


«  • 


D-D  |A^/>'2-4^'+V^i[>2-.4J 

\ 

nach  Entw'ickelung  als 

letrachteu,    die  Zeichen  aber   der  fibrigen  Radkale  altdMiii 
mehr  wiilkührlich  sind,  und  eft  dfther  nicht  ertaubt  ist,  auch 
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die  andere  Gleichung  in  ähnlicher  Weise  rational  zu  machen ,  und 
die  Gleichungen 

(A'^A)^  =  (/>'-/>)  (A'D-^Ai>) 
^  ^  (B'-^B)^ = (E'-^E)  {B'E^BE") 

als  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  würden  diese  Gleichungen 
(5)  alle  16  Combinationen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrücken,  welche  nicnt 
nur  den  Kegelschnitten 

(2.r+3y  + 1)  (4a?  +  5y  +1)-I2=&ra+I5y9  +  22a:y+6a;+8y-^ll=0 

(2a:+3y  +  l)(6.r  +  7^+ 1)— 11  =  12arH2l3^H32a:y+ &r+10y-10=0 

zukäme,  sondern  auch  den  Kegelschnitten 

(2a?+3y  + 1)  (4ar  +  5y  +  1)— 12=&r*  + 15^«+ 22a:.y +6a:  +8y-ll  =0 
(2a:  +  4y  +  l)(6a:+5y+l)---ll=l2a:H20y«+34^  +  8«+9y--lO==ft 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  die 
Eigenscheft  SZ,^i  besitzen. 


Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Form 

darstellbar,  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fällen 

1      c 

iedoch  nützlich  sein  kann.    Da  nämlich   A=^aCy  so   ist  -=:-i,und 
**  a      A 

daher 

1 DTS/IW^XÄ 


D±Vlffi-^A  A 

Transformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 

E±\^E^^^ß  I)'±\^D'^-iA'  E'±SfW^B\ 

so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an : 

A  ~  A 

(ö) 

E±SfE^-^AB  ^  E'  ±  sf^E'^—iB' 
B  B' 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleichungen 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  Coefficienten- 
Wahl  zur  Asymptoten-Concidirung  erforderlichen  Gleichungen 
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Xiaßyösl;.  &fß*y*6'B'a)=0. 

Wir  koDDen  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  -  Gleichungen 
der  nämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichungen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  h.  wir  können  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  transformiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse» 
aas  der  Entwickelung  als  erlaubt  sich  ergebende,  Aenderung  der 
Art  des  Zusammen  banges  der  Grössen  AÄ'  DD*,  wie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderung,  wobei 
z.  B.  die  unter  der  Form 

f(AA'DD')=zO 

gegebene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D  und  D*  be- 
nreit und  zur  Form 

F(AßCE  AB'CE')  =  0 

gebracht  wurde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  Methode,  ohne  dass 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Gleichungen 
zur  Antwort  bekommen  hätte.  Wiß  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  wenn  wir  ^ur  Erlangung  des  Zusammenhanges  (2),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C:=  ad  -\-  bc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  5)  bedient  hätten,  uns  auch  der  Glei- 
chang  C^^ad+bc  bedient  hätten,  und  daher  a  als  Function  der 
vier  Grösscfn  ABCE  bekommen  hätten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort, 
brational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  gefragte  Antwort  auszudrucken,  so  wollen  wir 
irersuchen,  mittelst  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
E'orm  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  CoefBcien- 
keo-Wahl  nehmen,  d.  h.  wo  die  CoefBcienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Porm  (1)  . 

Ax^  +Äy2+  Cxy-{^Dx^Ey^F=  {ax  +  6y+l)  {ex  +  rfy  +  l)+«=0 

md  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

larstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Grossen  a^und  b\  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
feehaftliche  Asymptote  haben,  respective  mit  den  Grössen  a  und  6 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmen  wollen: 

^;i^^ByHOxy\D*x^^E'y\^F'={ax^byA^\){c'x^dy^\)^e'^Q 

Entwickeln  wir,  so  ergibt  sich,  dass  die  zehn  CoefBcienten 


ABC  DE  A'B'OD'E- 

vier  BedinDiiiii^n  uotern  offen   sind«   dass  sit;  i»  de. 
Gruseen   a  0  c  tl  &  d'    mösscD  nusgedrfickt  werden  kO»neo , 
zwar  durch  die  zebo  Gleichungen 

A=ac    B^lid     C=ad^-bc     D  =  o\c    E  =  b^d 
A'=ac'  B':=bd^  C=ad  +  b&  D'=a+e'  E'=b+d- 

SCI  Aasa  sie  zusammeiibiingen  durch  <l!e  vier,  ans  dieeeo  i 
Gleichungen  durch  EliiuiTiatinri  der  a  b  c  d  c'  d'  zu  bekoiumer- 
den  Gleichungen,  zu  deren  Erlangung  \s'n  die  vier  letzten  Glei- 
cbutigen  combiniren,  und  aus  ihnen 

c—c  =  D-~D    d'-d=E'—E 

erhalten  liünnten,  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns  I 

A---A=^a{U-—D)    B'—B  =  b(E-—E) 

würde  gesehen  haben ;  und  nenn  wir  die  hieraus  sieh  ergebenden 
Werthe  der  a  und  6  mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be 
komraenen  Werthea  {'2)  rcspcctive  identilicitlen ,  so  erbleUen  v'a 
die  Gleichungen 


(7) 


A—A 


B'-B 


=£+  \W—iB 


welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (d)  und  (6)  nur  der  Foc* 
nacli,  uichtweseutlicb  versL'hiedcnsein  iiiirdeii,  da  siüh. durch  Ratio- 
naltnacliung  aus  iliiien  ergäbe 

[A'-A~fHI)--D)]^=<,D'~D)^X{m—iA) 

d.  b.  nach  Entwickelun:;  die  Gleichungen  (3).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbeiiiitzlen  Gleichungen  liefern  uns: 

C=ad  +  bc=a(E—/>)  +  b(D-~n)  =  iiE  +  l,D—'2ab, 
C=zad'  +  bc'  =  a{E'—b)+b(D'-a)=uE'  +  bD'^2ab. 
C=  ad  +  ö»;  =  (D-c)d  +  (E—d.)c=dD  ^  cE—2cd , 
^=0^'  +  bc'  =  {D-—c')d'  +  (£'— (/')r'  =  d'ß'-)-c'E'"  ÜfV' 

und  nenn  wir  hierin  die  Wertbc 
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~ D'^-^D  ^^ E--E    ^—  «—    A'^A       ^— T""   B*^B 

bstituiren,  so  bekominen  wir  für  die  eesochten  zwei  Gleichun- 
II  unserer  Antwort  entweder  die  Gleichungen 

{A'^A)  {B'-^-B) {ry^D) {E'-E){0 

.  c 

=  (i4'-i4)a  (JB'-E)«  (B)  +  (B-'B)*  {D'—D)\A) 
Ä' A' 

|oder  aber  die  Gleichungen 

E* ly 

8)  {           =  (Z^'-/^)  {E'-^E)  {€)  +  %A'-A)  (Ä'-Ä) 
'  C' ^ 

[oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  gefiUlt,  die 
Gleichungen 

(A-'A){E*-E){BD)  +  {B'-B)  (D'-^D)  (AE) 
BD' A'E' 

=(A''-A)(B''-B)(C)  +  (D—D)  (E'^E)  {2AB) 
O '2A'B' 

siehe  Gleichungen  alle ,  obwohl  unter  rationaler  Form  dargestellt, 
ir  denjenigen  Kegelschnitten  zukommen,  welche  eine  gemein- 
ihaftlicbe  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (o),  auch 

^Djenigen,  welche  die  Eigenschaft  ^—.i/  besitzen.     Denn  hätten 

ir  die  Grössen  a'  und    d^  den  Grössen  a  und   d,  statt  a'  und 
den  a  und  6,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

A'-A   ^    B'-B        B.    B{E'—E) 
D'-D  ^^E'-E  ^"^d""    B-^B 

^kommen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 
'  und  O  uns ,  weil  nur  der  Werth  des  a  mit  dessen  früherem 
Berthe  identisch  ist,  die  der  b  und  d  dagegen  von  deren  früheren 
'^erthen  verschieden  sind,  niemals  zwei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
3fern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

(A  ^A){B''-B){D'-^D)  (ß'-^E)  (O 
■ • O 

z=z  (A-A)^  (ß'^B)H  CO'-/>)^  (JE'-JE;«  (A  B) 
-_ J. ^  A'B' 

^liefert  haben  würde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV.  bekomuieoeu  Antwortsgiei- 
langen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)   wollen  wir  jetzt  di«  Ant- 


^wort  icur  allireineincren  Aufgafie  IH.  herzuleiten  'suchen, 
wir  aläo  an,  dass  die  Gleichung 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  solche  Coelticienten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  Coefficienten- 
Wahl  Dicht  genügten,  sa  liünnen  nir  immer,  durch  MuUiplicirung 
aller  Cneflicienten  mit  einem  unbestimnitea  Factor  N,  uns  eine 
neue  Function    zweiten    Grades   denken,    deren  CoefHcienten   der 

Eenanriten    Bedingung    genügten,    d.  h.  so,    dass    man  identi^cli 
ätte 

oA'a:H(3^yHJ'^a:^-l-^*J^^+E^y+£iv=(n:^^6^+l)(cJ■^-d:y^-l)+« 


$ 


irch  Entn'ickelung  ergibt  eich 

aA"=nc  ßN=bd  f.y=ad  +  l>c  i.V=o+c  i]y=b^d. 


-  ySt—ßä'—M 


als  denjenigen  Quotienten  bekommt,  welcher  bei  jeder  beliebii;enF 
die  Dariitellbffl'keit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Fuuctioo  im- 
tcD  Grades 

CJT^  +  |J^2  .^.  y_,y  _,_  S.C  +  f^  +  £=  0 

den  Werth  ^l  hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darstell- 
barkeit ermangeldcn  Function 

ax"-■\■ßf\7xy^^8x^^iy  ^  ?=0^ 

allen  Coefficienten  vorher  als  Factor  zugefügt  werden  muss,  uffl 
der  Function  die  Dnrütellbarkeit  (1)  zu  geben.  Substituiren  wir 
also  in  zwei  der  zur  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleich ut)!;en, 
z.  B.  in  den  GleicI.nngeA  (6),  statt  ABDE  A'B'D'E'  res|]ectiVe 


„x 

ßX,  l!>.  ,N. 

o'A' 

ß-y. 

d'x: 

•N', 

i 

h. 

^ 

'-l.ß) 

ß(r'-i,ß) 

.S.W 

-j'ö 

(y"-4 

■~ß-i' 

«•ß') 

y 

,~ 

/»'-«"• 

-«■£' 

HO  Bind   die   nach   gehöriger   Entvrickelung   sich  ergebenden  Glei- 
chungen; 
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(11) 


ß\r^^Z:4ilß  /3' Vy'«-4a'l3' 


diejenigen«  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgahe  III.  ausipa- 
chen,  d.  b.  welche  genügen,  um  jedem  Systeme  zweier  beliebigen 
Kegelschnitte 

aar*  +  ßy^  +  ya:y  +  dx  +  sy  +  5=  0, 
o'x^+ßY+fa^y  +  ö'x  heV  +  r=0, 

man  möge  nun  ihre  sechs  und  sechs  Coefßcienten  mit  ledern  be^ 
liebigen  Factor  raultipliciren,  jedesmal  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallgemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe III.  in  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen: 


(ySe-'-ßS^'-as^)  Vy^^iaß       (/^'e'—  /3'5'«— « V«)  Vy"^-4a'i3' 

t^'^^HUß  ±  (yB-2ßö) s\rf^^i^±(ys'-2ß'8') 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  man  auch 
eewähU  hätte,  immer  würde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen Ursache,  wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coefficienten  AA'BB*  u.  s.  w....  durch  die  allgemeineren 

a(ya^4c/3)  a' {y*^—ia' ß')  '  ßjy^^Aaß) 

ySs-^ßd^^as^'   /tfV— jS'd'2-aV2'     yös-^ßd^  —  ae^'      u.  s.  w. 

«setzen ,      woraus      sich      ein      System      zweier      verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelung  hier  füglich  unterwegs  bleiben 

darf. 

•Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  auf  die  Auf- 
gitbe  III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Losung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  JV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ficienten 

ABCDEF  A'B'CD'E'P 

J^  nicht  den  Bedingungen  (3),  sondern  den  Bedingungen  A=sl 
^'=1  unterworfen  sein  und  sich  daher  auf  zehn  reduciren.    Neh- 


I  Tvir  jeftit  dl«  «rator«  uitücror  liulHttn  niHohung«n,  su  kZ 
l'Wir  iiuiiier  idenüiKth  «setzen 

Mild  xwM  oliiie  daMü  wir  rfie  Coeriicienteii  BCDEF  ii^eml  . 
neuen  Ued'muiin^;  xu  uiitcctverütMi  briucWn;  wcirbes  letzte  c 
gen  der  Fitll  peiruscn  sein  niirde,  wenn  wir  uiiaere  (ileic 
der  Darstell barkeit  unter  der  Form  (I)  untorworren  faStten.  0 
Entwickeluag  ergibt  ßitit,  daas  die  vier  Coerticienten  Bf^O, 
ilen  vier  Grüsseii  p  q  tan  durch  die  Uleichungen 

B=pm  C=p+m  D=,qi'n  K=pti+r/m 

und  dabfir  umgeltebrt  die  Grüsseii  p  q  vi  n  iu  den  l'i.KJlici« 
durch  die  Gleichungen 

1,, 


auagedrOckt  werden.     Setzen  »ir  ebenso 

a:«  +  fiy  +  Cxy  +D'x+E'y  +  f '^{a^+p'y+^OC^  +  m'^+'O: 

ED  efgi!>t  sich,  iiUdic  >iuni  gemein  schult  liehen  Besitze  einer  A»yi 
tote  nothnendii>e  Bedingung,  das  Stallenden  des  einen  od«  i 
anderen  der  vier  folgenden  tileicbiingen- Paure 

p:=p'    p=:m'    m^=p'    m^m'  ' 

d.  b.  das  Stattfinden  der  beiden  GleicbaRgen  < 


) 


i>V  C— 4flJ:(CZ)— '2£)  _  D"^  C'^—iß'MOD'-'iE'^ 
\^f*— 4Ä  ~  ^^<«-4ä" 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszefan  mOgBii 
Combinatiooeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeicbn ' 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Änwortsgleichungen  unserer  jeb 
Aufgabe  IV.  die  Coefficienten   BB'CC'  u.  s.  w.   respective 

—  ^  -^  u.  a.  w.,  80  bekonunen  wir  die  Antwort  der  Ao^i^ 

unter  Tol^nder  Fona: 
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'      '  ■  .  u  -        ■  9 


a  et' 


aV^ya-.4a|3  ""  «V/^^iö?"^ 

Hatten  wir  diejenige  CoefBcienton-Wahl  genommeD^  wo  nicht 
j1=:1  A'=z\,  sondern  JB=l  B*^=\y  so  hätten  wir  durch  eine 
Shnliche  Argumentation  die  Antwort  auf*  die  Aufgabe  III.  unter  der 
Vorm 

/5        "  ß' 

gVy2i:4^4-(yg^2/3g)  _  £^V/g^4a^/y^db(/g'-2y^0 

bekommen»  wobei  ]edoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dass 
zwar  eine  beider  Gieichungen,  z.  B.  die  erstere,  rational  gemacht 
und  zur  Form 

(9)       ^.    («v-«y')(iS'y-^/)  +  («'^-«i50*=0 

gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  niebt  erlaubt  ist. 

§ 

Da  jede  unserer  beiden  letzten  CöeilQcienten  -  Wahlen  eine 
^unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  A,B,D,E, 
als  in  Bezug  auf  B,  A,  £,  D^  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  in  unsymmetrischer  Form. 
Und  zwar  bekommen  wir  jedesmal  nur  eine  aer  beiden  Gleichun- 
gen, welche  die  nach  der  vorigen  Methode  bekommene  symme- 
trische Antwortsform  der  Aufgabe  III.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichungen  druckt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten  -  Axe  ^=0  und  den  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  \l  nennen,  die  Bedingung  aus, 
dass  sowohl 


als  auch  (10) 


^  2? ' 


d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  nicht  decke,  aber  doch 
ibr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung,  dass  von  den  vier  Durch- 
schnittspunkten  der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  Coordina- 
teo- Ursprung  entfernt  sei. 


I 


Eine  andere  Methode,  die  Anfeabe  111.  xü  lüsen ,  int  folgeDiJe: 
Stellen  wir  im»  die  gei>eliene  Fräse  III.  unter  lolgeitder  etwu 
veräoderten  Form  vor: 


den    Ciielftcienten   a,  ß,  u.  s.  vp.  .  .  .  a',  ß'.  u.  s. 
niilglichen  leelleii  Werthe  zuertheilt,  diejenigen  auszuauch 
denen    die  Eigen  sc  hall   des    gern  ei  na  ehalt  liehen  Besiti 
«iner  Asymptote  zulconmit? 

Um  nun  ziir  vollständigen  Antwort  die^^er  l-'nige  V,  zu  gelang 
d.  h.  zu  einem  Ausdruck,  »eleher  alle  die  eine  semeinsihaftrH 
Asymptote  besitzenden  Kegebcbnitls-Pnare  enthält,  trollen  i 
von  einer  particidüren  Lösung  ausgehen,  d.  h,  von  eiriL'iii  i 
einige  dieser  Kegelschnitts  -  Paare  dnralcllenden  Ausdruck,  z. 
vom  Ausdruck 

welcher,  wenn  man  den  GrüsDen  g  h  k  g"  h'  k  alle  m^ 
eben  VVerthe  zuertheilt,  nlle  müglichen  Ke(;el8dinitts-PBi 
ansdrückt,  welche  die  Coordinaten-Axe  p  =  0  zur  gemeinecM 
liehen  A8vni|itote  halien  und  d^iher,  ausser  den  g«foiÄ 
ten  Knei  Bedingungen  der  Asymptoten  -  Coincidtriing,  auch  m 
den  znei  anderen  unterworlen  sind,  dass  die  gemeinschaitlicM 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  ,z=0  laufe  und  dass  sie  den  Coi 
dinaten-Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstd 
der  Kegelschnitte  unserer  particulären  Lösung  nur  drei  Uubestimi 

?'  h  k,  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  de 
ifnf  enthält,  5 — ^^2  Bedingungen  unterworfen,  nüiolich  dass  e 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .r^O  laufe  and   den  Ponk 

„^o  durchstreiche,  d.  h.  es  sind   ilire  fliirch   Entnickelung  sidl 
ergebenden  Ciieflicienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsfo 
Kc■'^■ßf^■yxy■\■6a;^^!y^■Z=0, 

sondern  zweien  |Bedingungen  nnterworfeii ,  und  zwar  zweiei]  t 
der  Cneßicienten- Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a=  . 
zweitens  dass  dieTangente  des  zwischender  Asymptote  und  der  Ak 

y:=0  begriffenen  Winkels   sowohl  = ,  als  auch 

•2ß 

sei,  d.  b.  dasB  man  habe  oi*\-§S*=^y&e,  d.  h.   dass   die  Oarst^    ^ 
barkeit  anter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmitglich  sei.     Und  »vA     ''" 
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der  zweite  Kegelschoitt ,  der  particalären  Losuüg  ist  zweien  äbn- 
liehen  Bedingungen 

«'  =0  und  yö'a'  -  /S'd'«— «'£'«= 0 

unterworfen.   Es  war  aber  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt ,  deren  jeder  an  sich   ganz  allgemein  wäre, 
sodass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  specialisirte.   Solidaher  unsere  particuläre Losung 
die  yoilständige   Lösung  der   Frage    V.    werden,  so  müssen    wir 
jedem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
Unbestimmte  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  aligemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht  unbestimmte   Transformation    entstanden  *sei.     Wir    würden 
aber  auf    diese  Weise  dem  Systeme  2x2  =  4  Unbestimmte   hin- 
zufügen, sodass  es  6  4-4=  10  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  ailge- 
neinen  Systems  zweier  Kegelschnitte   nothwendige   Anzahl    von 
2x5  Unbestimmten   bekäme  und    daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten    speciellen   Systeme  von   Kegelschnitten   aus- 
drücken würde.    Wir  müssen   daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
Terallgemeinern  durch    eine   zwei    Unbestimmte   ^  %  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir   die  Lösung  der  Frage  V.  d.  h.    den 
6+2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemes 
zweier  Kegelschnitte    bekommen.      Und   um  hiervon  zur  Losung 
der  Frage  IlL,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hange seiner  Coeflßcienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Cöef- 
ficienten    unseres    erhaltenen    Ausdrucks    respective    den    zwölf 
CoefGcienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen   der  •  sechs 
Coelficienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  geniein- 
schaftlichen  Factor  multiplicirt  werden  dürfen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  111.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  iV.  sind, 
ond  daher  den  zwölf  CoefQcienten 

ABCDflF  A'BfCl>E*F* 

^ioes  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefficienten  -  Wahl  stattfinden- 
<len  Ausdrucks 

Ja?«  +  %a  +  Gry  +  Z>a;+ %  +  F=0 
Ax^^By^^  Cxy+D'a;+E'y+F'=0 

'espective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
^on  zwölf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grössen 
SfUc'n'hfkf  '9'x  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf 
Coefficienten 

ABCDEF  A'BCiyE'F, 

^'  h,  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
^^dann  weiter,  wie  früiier,  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  abgeleitet 
"^^tden  'muss. 
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Es  ist  aber  wohl,  zu  beachten,  dass  nicht  jede  beliebige,  zwei 
Unbestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  geeifpiet  ist,  unsere 

Sarticuläre  Lösuii^  der  Frage  V.  in   die  vollständige  abzuändern, 
[ehmen   wir   z.  B.  diejenige   Transformation,    wobei    die    älteren 
Coordinaten  x  und  y  respective  durch  neuere 

a:'-=;rcos^— ysin-^+X      5y'=a:sinO+ycosO 

ersetzt  werden,  so  bekomtuen  wir  den  Ausdruck 

(Äsin^+^rsin^cos^)^;*  +  (Äcos^^^5rsin^os^)^+(^  (cos^— sin*^) 
+  SAsin-^cosd]  xy^ +  (^X+l)  (sin^)a:  +  iyJ^i)  (coB&)y+i=0 

(A'sin^^  f  ^8in^cos^);i;*+(Ä'cos'»'^— ^r'sin^os^^HyCcos^^— sin^)J 
+  ^Ä'sin^cos'^lory  +  ,...+(g'X-i-i)(sind')x  +  (g'k+ 1)  rcos^)y  +  k=:0 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  Coefficienten  respecttre 
den  zwölf  CoefHcienten  ^^'i^^' u.  s.  w.  gleichstellen,  bekommeo  wir 
unmittelbar 

^=:  —  tg^=^,'  d.  h.    DE'—D'E-O 

m 

d.  h  einen  CoeflQcientenzusammenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Coioci- 
dirung  zukommend  gefunden  haben ;  und  doch ,  wenn  er  wiridieh 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coefficienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  ös' — ö'e=iO  dargesitellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (II)  oder  doch  eine  Kesultante 
dieser  beiden  Gleichurjgen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Hetrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  J^üsung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  so- 
dass unsere  Gleichung  ös' — d'ü=0  ruir  denjenigen  Kegelschnitts- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  heiden  Eigenschaften  der 
Asymptoten  Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci- 
alisirt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  7/=0. 
d.  h.  als  eine    Ersetzung    der    :v    und   i/  durch    neue    Coordmaten 

/_  ,   der  eine   Umdrehung    um    den  Coordinaten -Ursprung! 

d.  h.  eine  Ersetzung  der  x  und  y  durch 

x'  =  .rcos-ö" — ?/sin^ 
7'  =  .rsin{>-f-^cosO' 

iiacharefolgt  wäre.     Es  ändert  nun  aber   die  erstere   dieser  parti ol- 
len Transformationen  die  gegebene  particuläre  Lösung  in 
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^)  GÄ  i^+fÄ  i^ +0 + Fivy^ 


d.  h.  in 


(y)C9"':B+A'"y+l)+*"'=0 

und  ist  daher  eigentlich  nicht  als  Verallgemeinerung  zu  hetracb- 
ten,  sodass  die  ganze  Doppel-Transformation  als  aus  der  einfachen 
Transformation 

x' = iTCos^ — ^ysin^ 
3f'  =a:sin^  4-^cos^ 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  ^  der  parti- 
culären  Lösung  zuführend  zu  betrachten  ist ,  sodass  diese  particu- 
läre  Losung  von  ihren  vier  Specialisirungsbedingungen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
a;=0  laufe,  verloren  hat,  die  zwei  Bedingungen  dagesen  der 
Asymptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  gemeiiiscnaftliche 
Asymptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  beider  Kegelschnitts- 
Centra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  noch  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleichung  6%* — 6'«=:0  ausgedrückt. 

Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung   auf  andere  Weise 
einrichten^  z.  B.  die  Translation  -./._.-.        der  Umdrehung 

.t'= arcos*^— ysin-^ 
y* = ;i:sin'&  +  ^^os^ 

flicht  vorausgehen,  sondern  folgen  lassen,  und  daher  die  Transfor- 
mation 

a?'=a;cos'9' — ^^sin-ö'  +  ilcos^ 
*    '  y = xAnd'  +ycos'^  +  itsin'^ 

benntzeti;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  ' /__^,         die    an- 

y  —y 


x'^=^x 


dere     /^     ■  »  nehmen,  können  wir  diese  der  Drehung 

x*-=-x  cos-^  —  ysin^ 
^'=  X  sin-^+^cos*^ 

<^t%^eder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
^aII  und  ersetzen  wir  daher  die  Goordinaten  x  und  y  unserer 
Mrtivulären  Lösung  durch 


)  bekommen 


I  +  [(2/»-.+  I)c(.8&-j7xsin*]j  +  (A**  +*  +  i)=0 

+  [(2A'«  +  l)co8*-5'«sin*]j  +  (A'**+»  f /■')=0. 

MuUipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sin^,  setzen  wir  zur  Abkürzong 
cotg#=  ^  und  identificiren  ivir  unsere  zwülf  CoeflicieDten  mit 
den  Coeföcienlen  AA'Bß"  u.  s.  w.,  so  bekommen  nir  das  System 
der  zwülf  Gleitbungeo 


I 


-  (f= +1)1  "  -  (p>  f  1)1  ''  -    fr"+I)l 

(■2A«+I)+(ir»|.)  (■2A»+lJ(.-(i>.)         t«H'tt 


C^+l 


vier  ersten  Gleichuegen  die  Grössen  gif'ltk' 


ft^+1  VTM^ 


=(.l+ß)V(.'+l    4 


r  dieRes  in  die  Werthe  der  C  und  6',  so  ergibt 


aus  welehen  Gleichungen  sich  die  heiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
fi  und  daher  durch  dereu  Gleichstellung  die  Gleichung  (9) 
erniht.  Um  die  übrigen  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  ZU 
bekommen,  nehmen  wir  aus  den  zwOirGleichungen  die  Nr.  (7),  (8)v 
(9),  (10),  und  verbinden  sie  zu 
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iroraus  wir  bekommen 

^  — — 


and  wenn  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  des  fi  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthen  (10)  respective  gleichstellen, 
bekommen  wir  zwei  neue  Antwortsgleichungen: 

J         E(A'+B')-E'(A^~B~)  ~  2A 

W— 1)(J+Ä)— (/>-l)(/l'+B')      CdbV^C'«— 4^'iB' 


E{4'+B')-E'{A\-ß)        ~  2A' 

Vod  durch  eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Elimination  konnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  noch  eine  vierte  hinzufügen 
und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  oe- 
kommen.  Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste^  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  Coefficienten-Wahl  unabhängige ;  die  übri- 
gen da&^egen  finden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coe^cienten-Wahl 
statt.  Cnd  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benutzten  verschiedene ; 
denn  der  die  Natur  der  Coefficienten  -  Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  Coefticienten  einer  Kegelschnitts- 
^leichung  ist  hier  nicht  das  sich  zu  fünf  Reduciren  der  sechs 
Coefficienten  oder  die  Darstellbarkeit  der  Gleichung  unter  der 
Form  (l),  sondern  es  ist  ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

luittelst  der  Transformation 

x'  ==  arcos-^— ysin^ 

^' =:a;sin^  -|- ^cos-^-f  X, 

sodaRS  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  mehr 
-*  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten,  der 
Fall  war  —  den  Coefticienten  der  Gleichungen 

(2»+3y+l)  (4:r+5y+l)— 12=8^:2  ^  15^2  ^  ^^xy  +6ar  +%-ll=0 

(2«+3y+l)(6ar+7y+l)  -  11  =12a;«+21yH32a:y +  ar  +  t()y--10==0 

zukommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  CoefBcienten 
der,  durch  Multiplicirung  der  vorigen  Gleichungen  mitj^  sich  er- 
S^benden  Gleichungen 

1^  2^30  ,^44       .12     .16        22_^ 
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24   -  .  42  ,  .  64        .16     ,20       20^^ 

zukommt.     Wollen  wir    nun    weiter    aus    der   erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  HI.  herleiten,    so  müs- 
sen wir  in  den  Gleichungen  (12)  uebst  zwei  anderen  bei  der  näio- 
lichen  Coefficienten-Wahl    stattfindenden  Gleichungen,   die   Coef- 
ficienteu   AA'BB*  u.  s.  w.  respective  'durch  aiV,  a'N*y  ßN,  ß^N', 
u.  s.  w.  ersetzen,    wobei    iV  und  N'   respective  die  unbekannten 
Functionen   der  allgemeinen  Coefticienten  aßyösi  und  a'/S'y'dVf  be- 
deuten, deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  Coefficienten  irgend 
einer  beliebigen  Kegelschnittsgleichung  multiplicirt  wird,  diese  zu 
den  Coefficienten  unserer  jetzigen  Wahl   abändert;    aus   welchem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  N  nnd  N\  Her  Werth  dieser  unbekannten  Factoren, 
andererseits ,    durch    Elimination  der  J\  und  iV',  die  Antwort,  der 
Aufgabe  IIL,  d.  h.  die  gesucbten  von  der  Coefficienten -Wahl  uo- 
abhangigen     zwei     Gleichungen     zwischen     den    Grossen     aßydtt 
a'/Sy^'f^'  finden  liesse. 

Bei  dieser  Methode  der  Lösung  der  Aufgabe  IV.,  wo  man 
sich  einer  gewissen  particulared  Lösung  als  Hulfsroittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  fangt  man  nicht,  wie  bei  den  ; 
vorigen  Methoden,  damit  an.  sich  irgend  zwei  bestimmte  Coeffi- 
cienten-Gruppeu  auszuwählen;  man  lässt  vielmehr  die  Coefficien* 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollsthndiee  Lösung^  der  Frage 
V.,  d.  h.  den  Ausdruck  der  verallgemeinten  l^egelschoitte  bekom- 
men hat.  Und  jetzt  erst  wählt  man  sich  eine  bestimmte  Art  der 
Coefücienten  aus,  je  nachdem  mnn  die  erhaltenen  Gleichungen 
uiiveraiKlert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  l>.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  sinO*  zn  mnitipliciren ,  ungeändert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sinx>  oder  sin'^ö*  u.  s.  w.  dividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coefficienten- 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  (3),  d.  h.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter Form  (l),  so  müssen  wir  beachten,  dass  der  zur  Antwort  auf 
iVw.  Fraaje  V.  erhaltene  x\usdruck  die   Form  hatte: 


[:rsin  9-  -f  ycosd'  -\-  k]  [(Äsin^ -f  r/cosO')^:  +  (Acos^— ^sin-O-) y 

+  (Ax+l)]  +  Ä=Ü 

[.rsin^-|-^cos^  +  oi]  [(Ä'sin^+ //'cos^)ar  +  (Ä'cos^— ysinO^)y 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichun- 
gen vorkonmienderi  Producte  die  Einheit  zum  Coefficienten  ihres 
mit  a:  oder  ?/  nicht  mulliplicirten  Terms  haben,  erstens  beide 
Gleic'lnirii^en  durch  k,  zweitens  die  erstere  durch  Ax  +  l,  die  zweite 
durch  h'z-\-i  dividirt  werden  muss.  Identiiiciren  wir  nach  voll- 
führter    Division    die     erhaltenen     zwölf    Coefficienten    respective 
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lit  den  Coeffici^nten  AABB'  u.  s.  w.  UDd  setzen  wir  wiederum 
irAbkarzang  cotg^^^ft,  so  bekommen  wir  die  zwölf  Gleichungen: 

^4^yf^    .  .._         h'^^g'i^ 

.      ^-<Äxfl)(f*Hl)     ^^x(Ä'>c+l)(f*2+l) 

.  8.  w.,  woraus  wir  bekommen: 

/•  *' 


md  wenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grössen  ff,  g\  Ax+l,  A'x+l 
B  die  Werthe  der.Z)  und  />'  substituiren^  erhalten  wir  nach  ge- 
luriger  KeductioTi 

2)/^  (A^x+l)+A-x+g;xy  ^  A%\^^\\)\\ 

x(Ä'x+l)V"|[iHi  «V'itf.^+l 

md  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe 


tinander  gleichstellen,  bekommen,  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
%^  während  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
ioidemng  der  Eliminatiorisweise,  gefunden  werden  würde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  III.  und  IV.,  und  daher  auch 
Ue,  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  gelost  haben,  wollen  wir  einen 
loderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
(Veise  zusammenhangen,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchscbnittspunkte 
Mch  unendlich  vom  Coordinaten  -  Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
US  oämlich  die  Aufgabe  stellen: 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  odör  imaginären 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  respective  den  beiden 
eines  anderen  parallel  laufen,  die  Coefficienten  beider 
Kegelschnittsgleichungcn  zusammenhangen ? 

>,..f8o  wie  wir  nun  oben  die  Aufgabe  L  in  die  allgemeinere  HI.  und 
1^: .spezielleren  IV.  getrennt  haben,  so  könnten  wir  auch  hier 
I49l>e  <  Aufgabe  VI.  in  eine  allgemeinere  und  in  verschiedene 
recti^Mler^  trennen.     Wir  wollen  dieses  jedoch  unterlassen,  :4a 


I 

I 


wir  sogleich  die  Antwort  zur  allgeinelneMn  Aufgabe,  d.  h.  ien 
von  der  jedesraatigen  CoellicieDten-Wabl  unabhängisen  CoelBcieo- 
teozusammenhang  bekoiunien:  Denn  nennen  "ir  wiederum  (idie 
Cotangenten  der  iwisehen  Asymptote  und  Co  ordinalen- Axe  jM» 
begriffenen  WinUel.  so  eind  die  A symp toten -Kich langen  der  bei- 
den Kegelschnitte  . 

respective  durch  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

niid  durch  diejenigen  der  (Gleichung 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Fardfr 
rungen  genügt  trerden,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  erateirt 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten  sein,  d.  b.eemusfiendiebeidtl 
GleichuDgen  selbst  identisch  sein ;  «as  nur  entweder  so  mü^lick 
ist,  dass  die  drei  Coeflicienten  a,  ß,  y  den  drei  CoefBcienta 
o',  ß',  y'  respective  gleich  sind,  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihn«n 
nur  durch  eiaen  gemeioschaßlichen  Factor  verschieden  sind.  Wa 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antfvort  auf  die  Aufgabe  VI. 

^-ß—y^-^-  ßf~ß'y=0-  (*" 

Wir  wriMcn  jelxt  einen  dritten  Fall  betrachten,  troriu  den  Foide- 
rungen  der  primitiven  Aufgabe  geuiigl  wird:   Stellen  wir  uns  alts 
•  die  Aufgabe; 

VII.  Wie  müssen   die   CoefGcienten   zweier  Kegelscbnittsglei- 
jl'"  chungen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitt« 

sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daher  von  den  vii 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinatcn -Ursprung  lieger 
den  reellenoderimaginären  üurchbcbnittspunkten  der  zwei 
Kegel ijchnitte  nur  zwei  übrig  bleiben ,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  tedad- 
reu  den  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  iirei 
Kegelschnitte 

A'x'^  +  B'f'  +  C'xy  -^  Dx  +  E'fi  +  /"'— 0 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  entweder  die  drei  GleichnDgen 
jj=0  B=0  C=0  zugleif!^  etattlinden,  oder  aber  die  drei  andecen 
A*=(\  ß'=0  C^O.  Und  es  ist  diese  Antwortsform  einigernia«- 
«cn  von   der  Coefßcienten- Wahl  unabhängig,   da  sie  die  Äutvorl 
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•icbt  nnr  bei  derjenigen  CoefBcienten-Wahl  darstellt»  wo  die  Co^f- 
fdenten  F  und  F*  respcctive  als  Einheiten  angenommen  iverden 
uddie  swüirCoefficienten  sich  daher  auf  zehn  reduciren»  sondern 
inch  bei  derjenigen,  wo  JEJ=1  £'=1  gesetzt  wird,  so  wie  auch 
bei  der  dritten,  wo  I>=1  D*=:\,  Bei  den  drei  anderen  Coeffi- 
cieaten- Wahlen  dagegen 

I 

Ä=:l     B=^i      C=l 

il'  =  l    B'=l    C=l 

rauss  die  erhaltene  Antwortsform  durch  diese  ersetzt  werden, 
dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  Coefficienten- Beschaffen- 
heit entweder  aus  dem  Zusammenbestehen  der  drei  Gleichungen 
D^zTO  £=:X  F=oo,  oder  aber  aus  dem  der  drei  Gleichungen 
iy=z<x>  £;'=x  /"=oo  besteht.  Bei  allen  Coefficienten  -  Wahlen 
endlich,  wo  die  zwulf  Coeflicienten ,  ohne  dass  sie  sich  auf  zehn 
redneirten,    irgend  zweien   Bedingungen,   z.  B.  den   Bedingungen 

St)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
ere  Antwortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  Goefficienten- 
Wahl  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  VII.  wäre  das 
Znsamroenbestehen  entweder  der  drei  Bedingungen 

ws=^  M=^  ^=0     ^"> 

oder  der  drei  anderen 

a*  ß'  y'  -  ' 

3Vt'~^     dVF~^     Wef"^^'  ^  ^^ 

Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fällen  der 
Aobaben  I.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind ,  in  welchen  den 
Vorderangen  der  primitiven  Aufgabe: 

yni.  Wann  werden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  zwei  reelle 
oder  imaginäre  Durchschnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  geruckt  sind? 

• 
göittgt  wird.  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind ,  er- 
lebt sich  aus  folgender  Betrachtung :  Es  waren  in  der  Form  VIII. 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
verinderlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam- 
Deohang  zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
aoch  einen  heider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
iehen  und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

Ax*  +  By^+Cxy  +  Dx+Ey+F=0 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coeflicienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  Im.    Es  sei  liberdiess  ein  zweiter,  den  er- 
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steren  in  den    vier  Punkten  p  q  r  $  darckschneidehder 
Kegelschnitt 

dessen  Coeflicienten  man  jeden  beliebigen  Werth  zuer- 
kennen darf,  sodass  dessen  Form  und  Asymptoten  tw  und 
UV  veränderlich  seien:  Wie  müssen  alsdann  die Coefücien- 
ten  A'B'OD*E*F'  sich  ändern,  damit  zwei  der  vier  Ourcb- 
Schnittspunkte  p  q  r  s  unendlich  weit  rücken'? 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  Weise  ge* 
nü&t  werden,    dass  die  beiden  unendlich  weit  ruckenden  Punkte 
sich    nach  den   Spitzen    der   Asymptoten    kn    und    Im   begeben 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich   weit  rückenden  Punkte  stets  Durchschnitt»- 
punkte  bleiben ,  d.  h.  sich  nicht  vom  unveränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.     Es  ist  also  die  Bedingung  der  Fra^e  IX.  nur  auf  fol- 
gende Weisen  möglich:    Entweder  so,   dass  die  Punkte  p  und  } 
sich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn,  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begeben,  oder  überhaupt  so,    dass 
das  Punktenpaar  pr   oder  das  f^aar  ps  oder  qr  oder  gs  oder  n 
sich  zur  Spitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber- 
diess  wird  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt,  wenn  der  Punkt 
p    sich    zur  Spitze    der  kii,     und   zugleich  der  Punkt  q  sich  zur 
Spitze  der  Im,    oder  aber  wenn   umgekehrt  p  sich  nach  Im  und 
q  sich  nach  hi  begiel)t,  oder  wenn  überhaupt  von  den  6  Punkten- 
Paaren   pq,  pr,  ps,  qr,  qs;  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
kn,    der  andere  sich   zu  der  (»er    ////  ljei»ielit.     Es  vereinii^en  sich 
nun    alle    erstgenannten    Falle  zu   der  Bedingung,    dass  zwei  der 
vier    l)ur(;hsi']initts[)uiikte    sich    beide    nach   der  Spitze    einer  der 
beiden  Asymptoten    des    conslant    bleibenden  Kegelschnitts  bege- 
ben,  alle  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,    da^ss  einer  der 
vier  Durchschnittspunkte    sich   zu  der  Spitze  einer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begieht.     Es  sind    nun    diese    beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respeclive  diejenigen  der  Airlgaben  1.  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,    dass  der  veränderliche  Kegelschnitt  so   lange  sich 
umdrehe  und  seine  i'orni  ändere,  bis  seine  Asymptoten-Richtungen 
respective   diejenigen    der  beiden  Asymptoten  in  und  Im  gewor- 
den  sind;     während   die   erstere   Bedingung   im  Allgemeinen    auf 
diese   Weise    erfüllt  wird,    dass   der    vertänderliche  Kegelschnitt, 
ohne   gerade   seine  Form   abzuändern  zu  brauchen,    so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,    bis    eine   seiner  Asymptoten   eine   der  Asym- 
ptoten /m   oder  Im   decke.     Es   können  aber  beide    Bedingungen 
auch    noch    auf  andere  Weise   erfüllt   werden,    wenn  nämlich  die 
vier  Asymptoten  hi.  Im,   tw,    uv  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stellen ,  ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
sich  zu  einer  fünften,    von  allen  vorigen   verschiedenen,     (»eraden 
ausdehnt:     in   welchem  Fall  die   beiden   unendlich  weit  rückenden 
Punkte  sich  zwar  irujner  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt, 
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icht  aber  aaf  dieser  fänftea  Geraden  befinden,  weil  sie  sonst 
icht  in  den  Spitzen  der  kn  und  Im  würden  liegen  kOnnen;  und 
8  findet  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (15)  statt. 

Die  in  der  Frage  IX.  gesuchte  Aenderung  des  Kegelschnitts 

« 

;t  also  nur  auf  diese  Weise  möglich  ^  dass  entweder  die  ßedin- 
ungen  (11)  oder  (13)  oder  (15)  erfällt  werden.  Soll  es  aber  erlaubt 
ein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
iilegen,  so  muss  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement- 
.ufgabe  hinzufügen: 

X.  Es  sei  ein  veränderlicher  Kegelschnitt 

Ax^  +  ßy^+Cxy  +  Dar^Ey  +  F=0 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  und  Im,  und  ein  con- 
staqter  Kegelschnitt 

A'x^+ßY  f  Ca:y  +  D'a:  +  E'y  +  r=0 

mit  den  constanten  Asymptoten  tw  und  uv.  Welche  Aen- 
derung der  AB CDEF  giebt  dem  Systeme  die  in. der 
Frage  VIII.  gesuchte  Eigenschaft? 

Und  es  besteht  alsdann  die  Antwort  auf  die  Frage  VIII.  aus  den 
ispectiven  Antworten  der  IX.  und  X.  zusammen.  Die  verschie- 
3nen  Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genügt  wird,  ver- 
nigen  sich  ebenfalls  zu  drei  Gruppen;  deren  beide  ersteren 
tsp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  VI.  und  L,  d.  h.  der  Bedin- 
]'"|en  (13)  und  (11),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemein-  . 
i  ?Mich  sind;  während  die  dritte  Gruppe  diejenigen  Fälle 
; '  ^st ,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  A.  veränderliche  Kegel- 
'  xnit  sich  unendlich  vergrüssert,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen 
4)  stattfinden. 

Da  also  ausser  den  Fällen  der  drei  Aufgaben  L,  VI-,  VII. 
nne  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VIIL  ge- 
igt wird,  so  bekommen  wir  sogleich  als  den  gesuchten  zur  Auf- 
ibeVm.  erforderlichen  Coefficiepten-Zusammenhang,  dass  es  der- 
nige  ist,  bei  welchem  irgend  eines  der  vier  Gleichungs-Systeme 

(11)  (13)  (14)  (15) 

Bkttfindet.  Es  setzt  diess  jedoch  voraus,  dass  keine  der  drei 
iifgaben  I.,  VI.,  VII.  eine  Speciaiisirung  einer  der  beiden  anderen 
i,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen  bei« 
m  Aufgaben  begnügen  könnte,  welche  die  dritte  als  speciellen 
dl  in  sich  enthielten.  Und  wirklich  würde  man  oberflächlich 
nnen,  es  sei  die  Aufgabe  VII.  ein  specieller  Fall  der  I.,  denn 
werde    der  Aufgabe  I.   in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genügt. 


weil  die  Antn-ortsgleichuiig  (ti)  der  Aufgabe  1.  soivohl  duicb  i 
Bedingungen  (14)  als  auch  durch  (15)  zu  0=0  redncitl  wird.  ' 
ist  aber  zu  beuchten,    da.^s    der  Gleichung  (!t).    f<»ll  sie  die  * 

ständige  sein,  noch  ein  Factor  — 7   oder  -5-^7      zukommen     muss, 

weil   nie   vor    ihrer  l^utionnlniachun^  das  £inander<rleichsein    der 
""    '  '     •     .    ■        g^g    ^.-^^^  'nun    der    erster^  ■ 


durch  die  Annahme  «=0,  |9=0.    y=ü  zur  Form  g^  reducirl,  und 
ist  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  helracbtet,  d.h.  iin 
Fall  man  die  Coefhcienten  a,  ß,  y  nicht  näher  bestimmt ,  als  dass  sie 
=:0  sein  sollen  —  eänzliih  unbestimmt;    wenn    man  dogetten  die 
Gerade  al@  unendÜLh   groKsen  Ke^Uchnitt  betrachtet,    so  drückt 
unsere  Formel  die  beiden  Asymptoten-Richtungen  aus,  welche  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  Vergrilsserung    zukamen    und    auch  noch 
nach  voilfuhrter  VergrllssetunK    zukommen.     (Nicht   zu  verwech- 
seln nilj  der  Richtung    der    Geraden     selbst,    welche,    da    jede 
Gerade  als    ihre    eigene  Asymptote   tietrachfef   werden   kann,  in 
gewisser  Hinsicht  ejne  dritte  Asymptote   der  Figur  ist).       Jeden- 
falls aber  igt    kein  Grund    vorhanden,    weshalb   durch  die  BediiK^ 
gungen    (14),     der    ersterc   dieser  beiden  Werllie  (10)  des  ft  dem 
anderen,    nur  von   c',  (S',  /  abhängenden  und  daher  von  den  °- 
dingungen  (14)    keinen    Emfluss    empfindenden    Werth    (lessäl 
gleich  werden  sollte;    woraus  sich  ergibt,  dass  die  Auigube  Vli 
keine  Specialisirunq  der  1.  isl.     Andererseits  aber  sollte  n 
nen,    es  sei   die  Aulaabe  1.,     1!.  Ii.  dass  zwei  Kegelschii....  .... 

ander  in  unendlicher  Entrernung  vom  Coordinaten-Ürsprung  berüh- 
ren sollen,  ein  specieller  Fall  der  Aufgabe  VII.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneideii 
sollen,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Berübren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieller  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jed'ich,  doss  in  der  Aiifgahe 
Vni.,  K.  B.  in  der  Aufgabe  IX  ,  schon  einer  der  vier  Üurcli- 
schnitspunkte,  z.  B.  der  Ponkt  p,  unendlich  weit  gerückt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q  unendlich  weit  rücken  sollte:  es  hat  aledann  dieser 
Punkt  n,  um  in's  L'nendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen  ,  demjenigen  der  Asymptote  Im  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  I.  genfigt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  bat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
fGr  sich,  dass  der  Punkt  q  die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  Ii. 
die  eine  Aufgabe,  ein  specieller  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieller  Fall  der  V!.  wäre,  wirf! 
im  Gegenthcil,  sobald  der  Aufgabe  1.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  ed 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  (ro  eioanilW 
decken,  so  ist  die  relative  Lage"  der  Im  und  nv  zu  einanilür 
unbestimmt  gelassen,    und  es  sind  daher  die  Im  und  ur  einandf 
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m  Allgemeinen  nicht  parallel;  während  dagegen  die  Frage  VI. 
orderte,  dass  nicht  nur  die  kn  der  tw,  sondern  auch  die  hn  der 
rv  parallel  wäre. 

Da  also  die  primitive  Aufgahe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 
.,  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
rabe VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen :  entweder  unmittel- 
lar,  ohne  dass  wir  die  VIll.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
len;  oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
.,  VI.,  VII.  erhaltenen  vier  Antworte»  (U),  (13),  (14),  (15) 
usammenffigen.  Die  letztere  Weise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
lieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
la  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
diciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichuns;  zur  primiti- 
ven Aufgabe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  Multiplication  jedoch 
ler  zwei  Gleichungen  der  Antwort  (11)  mit  den  beiden  der  Ant- 
vort  (13)  würde  uns  IMehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
md  (13)  liefern;  wozu  noch  komnrt,  dass  jede  der  Antworten 
)4)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  Gleichungen  besteht,  so- 
iasH  es  durch  unmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
l3oniplex  der  vier  Gleichungs  -  Systeme  (11) ,  (13),  (14),  (15)  aus- 
IrucKendes  Gleichungs- System  zu  finden.  Wir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflüsungsweise  der  Aufgabe  VIII.  bedienen 
lind  auf  folgende  Weise  argunientiren : 

Wir  wollen  diejenige  Coeflficienten  Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
C==  1 ,  und  daher  anfangen  mit  der  Aufl("»sung  einer  speeiellen 
Aufgabe,  die  zur  VIII.  steht,  wie  die  IV.  zur  III.  üass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

Ax'^  +  ßy^  +  xy  +  DxfEy  +  F=0, 

A'x^ + BY + ^.y + ^'^ + ^'y  +  ^'=0 

uendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordinaten  der  Durchschnifts- 
pankte  unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  dass  die  durch 
Elimination  von  x  aus  den  gec^ebenen  beiden  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f^(y)z=:0  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
FJy)z=zO  reducire.  Es  ist  nun  die  genannte  Gleichung  fl(y)=0 
folgende:  ^ 

=^= 2Ä' 

<!•  b.  das  =0  Sein  eines  Productes  von  vier  Functionen,  deren 
drei  letzteren  von   der  ersten 


(A~A')s  +{iAiy~A-D) 


■«OUT   durch    die    Zeiuhea    der  beiden    Radicale    verschieden    find. 
ft«Knttvi ekeln    «vir,    »o    bekiinimen    wir    uach   gehüriger  RednctioD,  j 
H'^fis  die  Funutiori  j 

¥  [A'^A—2lA'B—All')]>,^  + j 

l  ',  ....  +  \2A'D~A(Di^U')-2A(A'E~AE')]s  +  ... 

^  ....i-\^[D(A'0-AD')—2AlA'l-—AF')] 

KIn'!«  Quadrat  erhoben,  gleich  8«i  dem  Prnducle 

I  l(A'-A)^*i.^2(A'-A){A'D-AD')s-iiA'D^AD')-']x 

^L  Eh  hal  also  unsere  Gleichung  f^(j/)=0,  wenn  wir  zur  Abkü^ 
I^DDg  die  mit  y",  mit  y'  und  mit  y"*  multiplicirfen  Temien  respec- 
Hiive  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  k  andeuten, 
Haie  Form 

Bund  wird  daher  darcb  Eatwiclcelun;;  die  Form  annehmen 

o*  I-  'lab  +  b^  +  -lac  -f  2l>c  +  r» 

Es  drückt  Qun  die  Gleichung  a^~dg  die  Bedingung  aus,  dass  die 
CoefGcienten  der  mit  y*  multiplicirten  Ternien  einander  aufheben, 
d.  h.  dass  die  Gleichung  /4(^)=0  sich  zu  einer  F(y)M)  reducire, 
d.  h.  dass  eine  der  Tier  Uurchschnittpunkts-Ordinaten  unendlich 
gross  sei.  In  ähnlicher  Weise  drücitt  das  System  der  beiden 
läleichuogen 

*'  a^^=dg,  'iab-=^dk  -\-eg 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  fi(i/)^0  eftie  F(i/)^ 

werde,  d.  h.  dacs  zwei  der  vier  Durchschnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlichen  CoerUcienten-Zu^animenhang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  a^^dg  die  folgende: 

[A'—A-2A{A'B-AB')}'=(A-~A)^X0—iAB), 
'  il.  h.  [lach  Eiilwickelunj;: 

{A--  A)(B'—B)  +  {A'B~AB-)*=\i, 
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Dfi«  Gleichung 

dagesen  liefert  ans  nach  Entwickelun^  das  =OSein  eine  Summe 
▼oh  '34  Terinen,  deren  sie  jedoch  13  verliert,  weil  durch  die 
Identität 

%A'-^A)  \2A'D—A{D + />0] 

sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des aufgehoben  werden.  Die  einundzwanzig  übrigen  Termen  lie- 
fern nach  gehöriger  Reduction  die  Gleichung 

{A'-^A)  (£'  -  £) + {A'  -A)  (B'D^BD')  +  (B'—B)  (A'D-Aiy) 

■    +^2{A'B--'AßO(A'E-^AEJ=:0. 

Um  nun  von  diesen  bei  unserer  jetzigen  Coefficienten-Wahi 
stattfindenden  Gleichungen  zur  Ant^-ort  der  allgemeineren  Auf* 
^be  VIII.  zu  gelangen^  wo  von  keiner  bestimmten  Coefficienten- 
Wahl  die  Rede  ist,  müssen  wir  statt  AA'BB*  etc.  respective 

a      af       ß       ß' 

-~>    — y       —  5     --^   etc.  

y     y      7      y 

substituiren,  wodurch  wir  als  die  {gesuchte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe Vlll.  dan  System  der  zwei  Gleichungen 

(9)  («'/-«/)  (/J'y-^yO+(«'^-«^')^  =  0. 

(16)    (fi'y-uf)  (y«'-j''0+(a';'^«y')  {ß'i-ßi')A-  (ß'y-ßf> W'S-ud') 

I 

bekommen,  deren  erstere  wir  schon  fr  aber  als  eine  der  Antworts- 
gleichungen der  Aufgabe  1.  bekommen  haben. 

Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  noch  kei- 
neswegs die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  VIII  ,  sondern  nur 
eine  particulRre,  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts -Paaren 
sokommender  CoefGcienten- Zusammenhang,  welche,  ausser  der 
gefi^agtei^  Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  vier.  Durchschnittspunkte 
sieh  unendlich  entfernen  sollen,  noch  gewisse  andere  Eigenschaf- 
ten besitzen.  Es  war  nämlich  die  erhaltene  Antwort  eigentlich 
diejenige  der  folgenden  von  der  VIII.   verschiedenen  Aufgabe: 

XI.  Welcher  Coefficienten-Zusammenhang  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Dnrchscbnittpunkts-Ordinaten  zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien? 

Von  den  der  Aufgabel,  genügenden  Kegelschnitts- Paaren  ge- 
nügen nun  der  Aufgabe  XI.  keineswegs  diejenigen,  welche  die 
Axe   ^~0  oder   eine   ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  entfernte 


Gerade  y  =  6  xur  gemeiDschaftlichen  Asymptote  haben,  sondern 
nur  diejenigen,  deren  gemeinschaftliche  Asymptote  entweder  der 
Axe  9=0  nicht  parallel  ist,  oder,  nie  die  Parahel  »"^f^,  ihr 
parallel  ist,  sondern  nnendlich  von  ihr  entfernt.  So  auch  sind 
unter  den 'der  Aufgabe  VI.  ^enägenilen  Keg;elschnitfs-Paaren  einige, 
welche  der  Anfiiabe  XI.  nicht  eenttgen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aofgabe  Vtli.  genügenden  Ke^eischnittii-Paare  bekommen,  so 
muss  man  der  Frage  XI.  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu- 
fiigen : 

XII.  Bei  welchem  C')enirienten-Ziisnmmeofaan!;   werden    zwei 
der  vier  Durchscbiiitle-Abscissen  unendlich  gross? 

Znr  Benntwnrtung  der  Aufgabe  XU.  brauchen  wir  bloss  in  def 
zur  Beantwortung  der  XI.  elattgefundenen  Ar^mentation  die 
CoefBcieoten  A,  B,  li.  E,  4',  B",  D%  E'  ülierall  respective 
durch  B,  A.  E,  D,  B\  Ä.  E',  D"  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  unverändert  läset,  die  (16)  aber  in 
folgende     i 

(17)      (|S>_^^)fr*-?'ä)  +  (P'j-ßy')  («'.-«•■)  +  Ky- or')  (f '<-M 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  durch 
die  ZusammenfSgung  der"  Antworten  der  XI.  und  der  XIL  ausge- 
drScIct,  d.  h.  durch  ein  System  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  Q)),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist 

Bei  dieser  MetlioHe,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
in  die  drei  partiellen  I.,  VI.,  VlI.  iretrcnnt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  \III.  in  die  Xl.  und  XII.  staÜEefuiiden. ' 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  Vllt.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  ä&ss  zwei  der  vier  Durchschnitts  punkte 
der  Kegelschnitte 

K:r« + jSff' +  ra^y + *:c  +  sy + C = 0 , 

t^x^+ßY+Y'^Tf  +  i'^+^S  +  S'—^ 

die  Eigenschaft  besässen,  dass  ihre  Entfernung  r=:V:c*-Ky'  rom 
Coordinaten  -  Ursprung  den  Werth  oo  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  3;*  +  «*— t*  befan- 
den.   Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 

XIII.  Welcher   CoefSclenten-Znsamraenhang   wird    gefordert, 
damit  die  drei  Curveu 

'o^  +  ßy'+r^-i-Sx+ts+S-O. 


353 

emauder    in    zwei    Punkten    gemeinschaftlich    durch- 
schneiden? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curven 
auf  die  Form 

r*(acos*9  +  jSsin^g)  +  ysintpcostp)  -f-  r  (dcosfp + esin^)  +  J = 0 , 

r*(a'co8*9)4-j8'sin*g)+7''sing)cosg))  +r(^'cos9)+6'sing))  +  f  =  0, 

r=aD, 

elirainiren  aus  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  g>,  und  suchen 
alsdann  die  Bedingung,  dass  die  resultirende  Gleichung  f^(r)'=zO 
eine  F2(r)=.0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  zwei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  es  zwei  Paare  gegenüberstehende  Seiten  hatte,  eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  während  bei 
gegenwärtiger  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
ser, keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  gedacht 
wird,  keine  solche  Trennung  jnOthig  ist. 


Anmerk  ung. 
Wenn  auch  obige  Abhandlung  im  Aasdruck  noch  einige  andeutsche 
Wendungen  enthält,  die  man  einem  Ausländer  gewiss  gern  verzeihen 
wird,  so  ist  die  Sprache  doch  im  Ganzen  so  deutlich  nnd  leicht  verständ- 
lich, dass  ich  mir,  ohne  den  Eindruck  der  ganzen  Darstellung  zu  ver- 
irischen,  'wesentliche  Aenderungen  vorzunehmen  nicht  erlauben  zu  müs- 
sen glaubte  nnd  aucfai  nicht  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  dem 
geehrten  Herrn  Vf.,  dass  er  die  Abhandlung  in  deutscher  Sprache  Ter- 
fasst  hat  6. 


XXX. 
lieber  einige  geometrlscUe  Sätze  nnd 
die   üechnan^   mit    den    imaginäreD 

Ctritssen. 

L  Von  dem 

I  Herrn  Doctor  Zech 

SU  StDttf^art. 


Aufgabe    U„,|.h  zwei  r 
zuzieheu,   der    einen  ande 
Endpunkten     desselbe 
Kreises  schneidet. 


ebene  Punkte  einen  Kreis 

n   gegebenen  Kreis  in  deD 

üurchinessers    des    letzletei 


^  dai 

^        de: 

^L     Fai 


AaftüsuniT.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  AmoÜ 
(Tar.  VIII.  Fig.  6.},  der  Mittelptwkt.deiB  gegebenen  Kreises 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halbmessi 
CD,  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  dem  Uiit^ 
meesei'  CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  S«b» 
ÄE=Aß  ah  ;  endlich  falle  man  von  £eine  Senkrechte  auf^^C,  welcbt 
eehOrig  verlängert  die  auf  AB  im  Hai birungsp unkte  erricblett 
Senkrechte  im  Punkte  F  schneide:  dann  ist  der  aus  F  mit  du 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A  und.  weWe^ 
Mittelpunkt  auf  der  aai AB  im  Ualliirungs punkte  errichteten  Seol' 
rechten  lie^t ,  auch  durch  B.  Es  ist  also  nur  noch  7,u  beivdaHi 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  sctei- 
det  Letzteres  ist,  nie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  ds' 
Jf'all,  wena  der  üalbniei&sei  &«b  ^«liu.\&<ä&«;&  %.t«\g,««  ^ich  ist  if 
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Hypotenuse  cfiiies  rechtwinkligen  Dreiecks  ^  dessen  eine  Kathete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  fund  dessen  andere  Ka- 
thete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  h. 
wenn 


■a 


FA=CD+FC. 

Mun  ist  aber,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G  bezeichnet,   nach  der  Construction 

2ACxAG=AE==AD=ÄC+  CD\ 


ACX(2AG-AC)=CD 
oder  weil 

AC=AG+GC: 
nod 

'2AG'-AC=AG--(AC-AG):=:AG-GC: 

Tg-gÜ-cd]    AG^=CD  +  GC. 

Ferner  ist  ih  dem  bei  G  rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

FA=Ä'd+GF, 
also  nach  der  letzten  Gleichung 

'¥a=cd+ G(f+ gI^ 

«dc^,  weU  FGC  ein  bei  G  rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

FALcD+FVq.  e.  d. 

Die  Auflösung  ist  immer  möglich,  solange  die  von  E  auf 

AC   gefüllte    Senkrechte    und   die    auf  AB   im  Halbirungspunkte 

•  «^richtete  Senkrechte  einander  nicht  parallel  sind,  d.  b.  so  lange  die 

ÄTei  Punkte    A,  B^  C  nicht   in  derselben   Geraden    liegen.    Die 

Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise^ 

welche  durch  den  Funkt  A  gehen   und   den  gegebenen  Kreis  auf 

<He  verlangte  Weise  schneiden. 

Man  kommt  auf  die  gegebene  Construction   sogleich,    wenn 
nttD  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  welchem 


/ 


FC=^FA  \  AC—^FAx^ACXcosFJC 


ist;   neil   nämlich 


FC=FJ  —  CD 
Hein  soll ,  SU  fulgl 

2ACxFA>icoeFAC~'lC  +  CD 
d.  h. 

■iACi<AG=Tc+  cd'. 

i 


linem  Dreieck  zwei  Winkel 
getheilt  Herden  und  diehi» 
"    ■■  erUnfferteii  Th^J 

■      ■     ■■  thail! 


Lehrsatz.     Wenn 
im  gleichen  Verhält 

an  die  segeniiberlie j, „ 

lungslinien  einander  gleich  sind,  so  sind  die  getheil- 
ten  WiiiL;el  einander   gleich. 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  VII.  F^.  5.),  äi 
gleichen  Theiluiigsstrecken,  "«Iche  die  Winkel  ßviC  und  .dBC 
im  gleichen  Verfaälluiss  theüeu,  seien  AD  aad  SE,  iso  das« 

W.  liA/)  .  W.  IJAC  =  W.  ABE  :  W.  EBC 


W.  ABC  <  W.  BAC, 

so  lege  man  das  Dreieck  su  itnigekehrt  auf  sich  seihst,  dass  dd 
Punkt  B  auf  den  Punkt  A  uiid  die  beiden  Theilungslinie_  ' 
einander  falten;  dann  f^llt,  wegen  BE=AD,  auch  der  Punkt! 
auf  D,  und  iveil  bei  der  Theilung  beider  Winkel  in  demselben 
VerhSItnisis  die  Annahme 

W.  ABC  <  W.  BAC 

die  beidea  Ungleichungen 

W.  ABE  <  W.  BAD    und    W.  EBC  <  W.  DAC 

nach  sich  zieht,  tviril  fi^j  in  eine  Lage  J/' zwischen  ^fi  und  J/J, 
.SC  in  eine  Lage  AG  >< wischen  AD  und  ^C  kommen.  Dab«i 
müssen  die  drei  Punkte  F.  D,  G  stets  in  gerader  Linie  liege» 
und  Dreieck  FAG  ^  Dr.  ABC  aein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entireder  Mit  der  Puntt  f 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BV,  oder  iaoerhalb  äei 
Dreiecks  ABC. 
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1)  Der  Punkt  F  falle  aunserhalb  ABC  (Taf.  Vn.  Fig.  8. 
9r.  (1.)),  dann  föUt  G  noth wendig  innerhalb  ABC;  dann  aber 
st  nach  einem  bekannten  Satze 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

.Iso 

Dr.  FGA  nicht  ^  Dr.  ACB. 

2)  Der  Punkt  F  falle  auf  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
md  zwar  nach  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B  und 
[);  dann  fallt  auch  G  auf  BC  und  zwar  zwischen  2)  und  C;  danu 
iber  ist 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

)der 

W.  FAG  <  W.  i^FÄ, 

l.b.>  weil 

W.  FAG  <  W.  ^IWC} 

>Im  in  beiden  Fällen  ■ 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC, 

3)  Der  Punkt  F  falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5. 
Nr.  (3.) ) ;  dann  föllt  G  ausserhalb  ABC;  zieht  man  nun  die  Ge- 
%de  BF,  so  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC 
nd  BA,  und  muss  daher  veriängert  die  Gerade  AG  schneiden  $ 
» ist  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 
bei,  weil  AF-rzABx 

W.  JFÄ  =  W.  ABF, 
Iso  auch 

W.  FAG  <  W.  /IJBF, 
nd  um  80  mehr 

W.  FAG  <  W.  iiJ5C; 
Uo  wiederum 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC* 

Theil  X  VI.  ^^ 


I 


Die  Annahme  W.  ABC  <  W.  BJC  Rihrt  also  io  jedra 
Aetilcbaren  Falle  auf  einen  Widerspruch,  und  kann  daher  nicbl 
Tiehtig  sein.  Gans  ebenso  wird  beniesen ,  dass  eben  so  nenle 
W.   BAC  <  W.  ABC  sein  kann;    es  niiies  also 

W.  ABC  =  W.  BAC 


III 


mit  imaeinärcn  Zahlen  ganz  nach  den- 

,      .__    .__    reelle  Zahlen  aufgestellt   worden  sind, 

ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Gilügkeit  der  lotztern  Formeln  aucb 
filr  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohm'ecbe  GehiLUp' 
tung,  ans8  z<  B.  die  Gesetze  des  Addireus,  nachdem  sie  lur  pt)- 
eitiye  ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  für  ääe 
anderen  Zahlformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehe!, 
man  also  durch  Anwendang  jener  Gesetze  auf  dieselben  jedeofali) 
nichts  Cnricfatiges,  d.  h.  mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehei' 
des  erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig-  Man  bat  daher  dit 
Gesetze  des  Addiren^  der  Reibe  nach  auch  iur  negative  ^ua 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
bat  man  es  hei  den  andern  Operationen  gemacht.  Fin  Beireis 
für  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Uie  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Anllii- 
sung  der  ijuadratiächcn  Gleichungen ;  wir  müssen  also  von  diesen 
ausgeben,  wenn  wir  ober  jene  etwas  aussage^  wollen.  Selen  m 
dem  Ende 


(1.) 


x'^—xa:  +  p=0 


( 

.  =  <+a:" 

(2.) 

(und 

.,=!', +a,", 

i,t. 

Dan»  ist 

(x'^-x'i).(x"+x"i)~x-x"+x'x"i  -i'x"x'i-\-x'tA 
{x'+x\).(x"+x"i)=p-i-pi-\-x'x'\-i-x"x'i. 
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Nuo  ist  aber 

Isi) 

1±  ^(sa-4/?)  (*^-4pi)  =(a:'-:p")(^'i-^"i)> 
5.)  .  . 


eraer  * 

(6.)  ....  «1  =a:'a:'i  +  afaf\  +  a?''ar'i  +  ar^a:^! . 

Zieht  man  die  zweite  der  deichungen  (5.)  von  der  Gleichung 
}.)  ab  und  dividirt  dann   auf  beiden  Seiten  mit  2^  so  folgt 

^eser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 

In  den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 
I.)  Lehrsatz»    Die  quadratische  Gleichung 

x^--is+si)x+p+pi+^ssx  T  V(**-4i>)  («•t-4p,)=0 

at  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wur- 
dl  der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
bungen  (1.). 

Ferner  folgt,  wenn  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2  dividirt: 

isserdem  ist  (x'x\).(x"x^\)=:^ppi. 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  folgender 

II.)    Lehrsatz*      Die    Wurzeln     der    quadratischen 
leiebung 

a:^-dssi  ±  V(«*-4p)(f^-4/?i))a:+p/7i=0 


sind  die  beiden  Pcoducte  von  je  einer  Wurzel  dei; 
ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Gleichnn« 
gen-{l.)  ( 

Um     nun    den    Uebergaog    zu    den     imaginären     Zahlen    za 
macheo,  sei 

,=  2a,    p  =  a^  +  b*    . 

».=a«i,  Pi=«'i+6». ! ^^■^' 

dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen  (1.1  n46V^— I, 
die  der  zireiteo  ßidh&iV  — I.  Ferner  folgt  aus(leiiGleichnngen(ftn 


+  V(s»-4p)  {*",— 4pi)=  ±466, ; 


p  +  Pi  +  2  "i  "*"  2  ^^*^^P^' ~ '*P»* 
I  =a»+6a+a',  +ß»,  +  2aai  ^266, 

Sonach  lässt  sich  der  Lehrsatz  -(1.)  so  ausdrficken:   Die  qua- 
dratische Gleichung 

a:a-2{a+a,)a:  +  (a+«,)H(6+6i)*=0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen,  welche  entstehen,  wen»- 
man  je  einen  der  beiden  Äusdrficke  n±ÄV  — I  und  einen  deir* 
beiden  Ausdrücke  o,  ±6,V^ — 1  zu  einander  addirt.  Da  aber  di»= 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  nicht  nothwendig  entspie — 
chen,  sind,  so  hat  man 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  für  sich  die  ebe-  ' 
gemachte  Bemerkung  gleichfalls  gilt.  In  dieser  Gleichung  (^^ 
sind  alle  möglichen  Fälle  enthalten ,  wie  auch  die  Zeichen  Tink^s 
Hand  comhiiiirt  werden  raügen, 

Ferner  hat  man 
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^ssi  ±  V  (s^-ip)  is\-ip,)  =2aai±26fti , 


Der  Lehrsatz  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgendermaassen  aas- 
sprechen:    Die  quadriatische  Gleichung 

hat  zu  Wurzeki  die  beiden  Producte,    welche   entstehen ,    wenn 

.    man  je    einen  der  beiden  Ausdrucke  a+ftV  — 1    und    einen  der 

beiden  Ausdrücke  ai±6i  V  —1  mit  einander  multiplicirt.  Nun  sind 
aber  die  Wurzeln  jener  Gleichung 


(aoi  ± bbi)  ±V  (aai±bbi)^-^a^a\-^ßH\—a\b^'-bH\ 
=  (aoi  ±  bbi)  ±  V  ±^aa^bb^^a%\  -a«i6« 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  in  den  Klammern  einander  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  EJammem. 
Also 

(a+6V^).(ai  ±6i  V^)=(aai±66i)J:(aöiTaiö)  V^...(B) 

wo  för  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be- 
merkung gilt,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  möglichen  Fälle,   wie 
Auch  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite   combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
A^eier  imaginären  Ausdrücke  können  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  fiir  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 


I 


XXXI. 

Vebungsanr^aben  lllr  Schüler. 

Vnn  Herrn  II.  Scboffler,   Baa-CondnctBar  hä  den  Heraoglich  Brna- 
achwei^BcIien  Eisenbahacn    %a  Braantchwcig. 

Aufgabe. 

Es  sind  (Tal  VD  Fig.  6.)  die  beidco  Punkte  A,  B 
und  der  um  C  beschriebene  Kreis  gegeben;  man  sugM 
einen  Kreis,  welcheT  durch  A  und.^  f;efat,  and  den  ge- 

BBbenen  Kreis  in  den  Endpunkten  Ein  und  desselben 
urchmcssers    schneidet. 

Anflösnng.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis,  wel- 
cher durch  A  und  B  geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  vnti 
Punkten  D,  E  Bchneidet,  ziehe  die  Geraden  AB,  DE  bis  la 
Ihrem  Durchschnitts  punkte  F  und  lege  durch  F  und  das  Centnin 
C  des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH^  so  stellt  dieselbe  des 
gesuchten  Durchmesser  dar,  und  A.  ß,  ft,  G  sind  vier  Puntte 
des  verlangten  Kreises. 

Betveis.     Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  B    { 
gelegter  Kreis  schneide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  G';  nl«- 
aann  hat  man 


im  Kreise  DEBG 

FG.FH=FD.FE. 

im  Kreise  ABUG' 

FG.FH=FA.FB, 

im  Kreise  ABED 

FD.FE=FA.FB. 

folglich 

fg:fb=fg.fu. 

FG'=FG, 

d.  fa.  die  beiden  Punkte  G   und  G'  fallen   zusammen, 
dnrch  A,  B,  H  gelegte  Kreis  gebt  auch  durch  G. 


\ 
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misc  eilen. 

urische   BeraerkuDg^  yon  dem  Herrn  Dr.  Grobe  za  Gas  sei. 

der  im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Theil  XY.  Heft  2.  S.  137. 
neti  Aufforderno^  za  entsprechen,  theile  ich  Folgendes 
►as  dort  erwähnte  Werk  von  firamer  führt  den  Titels 
AMIN  BRAMERl  Beschreibung  £ines  sehr  leichten  Per- 
7-  und  grundreissenden  Instruments  auff  einem  Siande: 
[erm  Johan  Faulhabers ,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl: 
i  Stadt  Vlm,  vreitere  dontinuation  seines  Mathematik 
I  Kunstspiegels,  geordnet  Gedruckt  zuCassel,  durch  Johan 
I,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesern  Kupfferste^ 
zu  finden.  Im  Jahr  1630.^  Der  Beschreibung  selbst  geht 
leignung  an  "den  Ehrnvesten  Hochachtbarn  ^nd  Kunstrei- 
errn  Johan  Faulhabern  etc.  voran,  vrelche  folgendermas* 
ängt:  „PAss  in  den  Mathematischen  kfinsten  viel  wnn- 
e  vnd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmahls  Dinge ,  so 
imuglich  scheinen,  &leichvrohl  aber  durch  geringe  mittel 
^e  gebracht^  werden  Ironnen,  ist.auss  vielen  dingen  zu  se- 
Als  zum  Exempel ,  durch  zusammen :  oder  übereinander 
lung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
metische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
t,  Nembüch,  das  Multiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
1  durch  Subtrahirn,  Kadicem  quadratamextrahirn 
halbirn,  Cubicam  durch  3^  Zensicensicam  durch  4« 
3lidam  5,  vnnd  so  forthan  mit  andern*  q^ an titeten  di- 
1 ,  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutsch- 
erühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant,  vnnd  also 
)oht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
iten  meine  Meynung  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei- 
ogressionen  also: 

m:  0.    I.      2.      3.      4.      6.      6.        7.       8.        9. 
et:  l.    2.      4.      8.    16.    32.      64.    128.      256.    512. 

„Arithm:      10.        11.        12.        13. 
„Geomet:   1024.    2048.    4096.    8192.«' 


Einen  Druckfehler   des  Buchs  im  drittletzten  Giiede  der  gea  — 
luetriscften  Pro^rression  habe   ich   verbessert.    Es  nerden  nuu  ar-» 
diesen   beiden  Reihen    die  Grundregeln  des  Rechnens  mit  Loga- 
rithmen erläutert,  und  dann  heisst  es  Seite  B.  weiter:  „Auss  ifie- 
„sem  Fundament  hat  mein  lieber  Schivager  undPraeceptor  Jobst 
„Burgi,  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren,    eine  schöne  urogress 
„tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu  10  in  9  Ziffern  ca|. 
„culirt,  auch  zu  Praf;ohnebericht  in  Anno  tG20  drucken  lassen.  Vntj 
„ist  also   die    Invention   der   Logarith:    nicht  dess  Neperi , 
„sondern  von  gedachtem  Burgi  (trie  solches  vielen  wissend,  vod 
„ihm  auch  Herr  Kepterus  zeugnuss  gibt)  lange  zuvor  erfuuden."    , 

Um  diese  Stelle  voDständis  zu  verstehen,  muss  man  »tsE 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  in  Heäseu  1388  geboren,  schon  im., 
ner  frilhesteii  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  Burgi ,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Land^ralen  Wilhelm  IV. 
zu  Cassel  stand,  gekommen  und  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand,  dass  Burgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verliei- 
rathete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück- 
kehrte, wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marbnrg 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „vor  zwanlzig  und  loelir  Jahren"  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  können :  als  ich  noch  jn  dem  Hause  mei- 
nes Schwagers  Bursti  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, dieunler  dem  Titel:  Problem»,  wie  aus  bekannt  gegebenem 
Sinn  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  alle  folgenden  Sinns 
aufs  leichteste  zu  linden  und  der  canonsinunmzu  absolviren  seye. 
zu  Marburg  1614  erschien ,  läasi  vermnthea,  dajsa  Bramer  die 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  .sich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  baljc .  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
Logarithmentafel  biillreich  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dasa 
Burgi  seine  Tafel  so  lange  zurückhielt  uod  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung 2u  erklären  zu  sein. 


em  eingeiinnillen  Manuscri|>t  des  Herrn  Vfa.  srht 
\fira  lialie  ^i|)vrr[  drucken  lusaen ,  in  Bramer 
j  das  yeliri^  mit  deutschen  Lettern  gedmckt  z 
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Sur  les  fonetions  elliptiQues. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer, 

de  Groningue. 


les  fouctiofis  elliptiques  ayant  tirä  leur  origine  du  probidme 
ntegratiou  des  fonctions  irrationnelies,  on  a  toujours  en  vue 
icatioi],  qu'oD  pourra  eo  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
ette  raison  on  a  trop  näglige,  a  ee  qui  roe  semble,  les  pro- 
s  de  ces  fonctions^  qui  ne  se  pretent  pas  imm^diatement 
[uadratures.  8i  donc  il  y  a  queiqne  succes  dans  Tanalyse 
ite,  c'est,  parcequen  suivant  nne  marche  rationnelie,  je  ne 
iiis  pas  souci  du  parti,  qu'on  saura  en  tirer  pour  Fint^gration 
foDctions  irratioonelles ,  persuad^,  comme  je  suis,  que  toute 
se  exacte  trouvera  ensuite  soo  application. 


§.  I. 

-eorie   des  fonctions    elliptiques  de  la  premi^re 

esp^ce. 

<a   fonction   elliptique    de   la  premiere   espece,   d^not^e   par 
1  Ftf,e,  est  determio^e  par  l'equation 

laquelle  on  a 

it  up  niodule  suppos^  positif^et  infi^rieur  ä  Tunit^. 


En  coneid^rant  au  contraire    la  *ariab[e  9  corame  fonclioD  d>  ■ 
Fy.  et  posant                                                                                                ■ 

P'=F,.                                              t 

ou  uura  la  raiiclion  inverse                                                                     ^M 

9  =  anipp , 
ou  bieu 

siiiq:>^aiuai»{t;t. 

Cette    maiiii-re    denvisaser   la   fonction   elliptique   et    son  in-   1 
veree  a  aes  ilitSeull^.     Ed  effet,  I&  Tonctinn  F^  «u  ;*  «taot  d^tn-  1 
mlnee  par  l'^quation  (1).  il  ne  sera  permJs  «le  cooslderer  p  eomme  f 
variable    indepeiidante,  ä  moiDs    quelle   ne   Tev'oive  toute  valnr  ■ 
posstble  reelle  et  imaginaire  en  lattssant  varier  ip  par  degres  ins«-  ■ 
sibles.     Or  ce  n'est  pas  difficile  de   montrer,  qae  cette  conditiwB 
ne  sera  pas  remplie.                                                                                  ■ 

Oll  pourra,  ä  la  verit^,  consid^rer  tp  ou  smip  comme  foDclioB 
d'nne  variable  Indöpendatite  x,  et  poser 

sin^^sinanip  x\ 

mais  on  aura  tort  d'affiriuer,  qu'il  s'easuivra                                 fl 

1 

Tout  ce  qu'on  pourra  etablir,  c'esf,  que  la  fonction  F^  an  p,  Sub- 
stitute ä  X,  satisl'era  ä  lequaiioa 

sinq;  =:  sin  ampx, 

ou,  que  p  sera  une   racine  de  cette  ^quafioo  resolue  par    capport 
ä  X,  saroir  cette  racine,  qui  e'evaoouit  avec  fi, 

Un  (lareil  cas  se  präsente,  lorsqu'on  voudra  däduire  la  theoria 
des  fonctions  ciiculaires  de  l'equation 

dans  laquetle  la  fonction  Üu  est  d^terrainä«  par  !•»  tfqnationa 


Or,  comme  on  a  la  coutume  de  traiter  d'abord  les  fonctioDS  sin? 
et  cosq) ,  et  de  passer  ensuite  ä  la  fonction  ifi  enpriraee  par  l'inl^ 
grale  precedente,  Ü  «^era  de  m^me  plus  methodique  de  conrertir, 

anant  aux  fonctions  ellipliques,  l'ordre  suivi:  et,  au  liea  de  partir 
e  l'equation (1),  nous  considerons  directement  la  fonction  regard^ 
ä  l'ordiuaire   comme    fonction    inveise   de    la    fooctioo   eUiptiqi{&   i 
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D^signons  par  u  cette  fonction,  ou,  plut6t,  reprösentons  par  u, 
,  w  trois  fonctions  de  a:,  c;  en  sorte  qu'an  ait 

Jors  les  fonctions  u,  v,  w  seront  completement  döterminäes  par 
»  Systeme  des  equations 

I  Po==0,       00  =  1,        ^     ^0=1. 

'^estxle  ces  equations,  quii  faut  deduire  les  proprietes  des  fonctions 
:,  V,  w. 

On  en  tire  ä'  l'instant  les  relations  par  lesquelles  ces  fonctions 
ont  liees  entre  elles:  car^  puisqu'on  a 

1 

I  viendra,  en  integrant,  et  en  observant,   que  u  se  change   en  0, 
et  to  en  1,  lorsque  x  s'evanouit. 


ou 


'p,2=i-o,«=^äa-ß**). 


\ 


( Ä,2=  1 — c*  /»x'«=  6«  +  c«  Q,« , 

I 

'ant  pose  pour  abröger 

Designons  ensuite  par  x  une  racine  de  T^quatioo 

uz=P, 
Isolue  par  rnpport  ä  or;  on  aura 

u=Px, 
t  X  sera  une  fonction  de  u,  qu'on  pourra  repräsenter  par 

lais  tt  etant  une  fonction  de  x,  il  s'ensuit  qoe  x  sera  auAsi  uoe 
voetion  de  x,     Donc  on  aura 


et  coinme,  eo  ayatit  ^ganl  ans  equalions  (4),  on  a 
Ö,'Ü  — P.«=l  — it^=p», 

il  s«  presentc  deux  can,  selon  qu'on  a 

Q^Ki-tw.  ou  Q.*^i=:— Ptc, 
aux^uels  cas  cnrre.apoDilcDt  par  aViite 

>l'ou,  en  int^granl, 

v^z=zx,  v' — j.=x, 

V  et  v"  ^tant  constarites  par  rapport  ä  x.     En  subetitmiDt  ces  i 
leuTS  de  x  dans  les  ^iiuationa  correspondaDles ,   on  obtieodra 

puis,  en  prenant  x=0: 

Q„ß„  =  l.    Q^Rv=—\, 

^quations  auxqnelles  les  constantes  v  et  i>'  doivent  satisfaire. 
D'ailleurs  l'^quation 

U=Pt, 

differenti^e  par  rapport  a  u  donnera 
d'oü 


a.i=7j- 


QiÄ» 


Ajoutons  que.  coinme  an  a  Pg^O,  on  ponrra  cboisir  la  racii 
de  mani^re,  qu'elle  s'evanouisse  avec  u,  eo  sötte  qu'on  ait 


K 


e^  en  considäraat  Qx  et  Rx  comm«  {oactions  de  u,  si  I'od  p 


OD  aura 


doü 
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Qk=ÖH,    Rx=i3'u, 


W  u  —  Wcu ) 


\ 


donc  la  racine  x  sera  compldtement  dötermin^e  en  fonction  [de  u, 
et  ii  suivra 


X  —  X     —  /^    ^" 


ou,  61  Ton  veut, 

du 


/u     .     .  au 


pourvu  que  les  radicaux  V^l — m®,  V"1  —  c^m^    soient  pris  de  ma- 
llere ä  devenir  ^gaux  k  i'uDitä^   lorsque  u  s'evanoüit. 

La  racine  x  d^terminee  par  l'^quation  präeedente  peut  rem- 
)lacer  avec  sticces  la  fonction  elliptique.  Pour  reconnaitre  la  liaison 
iutre  ees  deux  fonctioDs>  posons 


m  aura,  non  seulement 


«•*=5„' 


nais  encore 

sin'i(;=u»    cosi//=öti; 
>ai8,  en  consid^rant  (5cu   et  x  comme  fonctioDS  de  tp,  si  Ton  fait 

on  aura 

^t>  k  cause  de 


I 


r 

g^=B.x=a.F,  =8,  Fj  8. 

■ 

il  vieudra 

1         1 

d-oÄ 

— /'S- 

Remarqaons  qne,  getaut  ifitroduite  comme  fonctioo  de  u.  il  oe 
eera  periiiis  d'attrlbuer  k  1)1  que  des  valeurs,    qu'elle  acqüiert  pai 
suite  de  la  Variation  de  u;  d'oü  il  suil  que  la    laleur  reelle  de  1^ 

lestera 

toujours  coniprise  entre  —^   et  s^  ■ 

Mais  cela 

„e™.™- 

peche 
limites 
OD  fail 

»as    de   trouier   la  valeut  de  F^, 
de  ijt.     ED  effet,    si,  pour    uue   v 

lorsque  a   depasse  le< 
ileur    quelconque    de  f, 

N 

--/'£• 

■ 

d'oü,  n  ^tant  un  nombre  entier, 

F„4^=nF^  +  F^; 
puis,  en  vertu  de  F,.  =  —  f-_y,  on  aura  encore 

F„^^  =  F„—F^. 

«t,  en  prenant  ^=^, 


>^ 


il  viendra  par  consequent 

F„„,,i,=iuF^-l  F^.=inX,  +  t 
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Nons  avon»  fait  cette  dämarche,  pour  montrer ,  ria  eonnexion 
entre  la  racine  x  et  entre  la  foiiction  eliiptique  Fq,,  Toutefois 
OD  pourra  8e  dispenser  de  cette  fonetion  en  introduisant  la  racine 
X,  comme  cela  a  äte  fait ;  et  le  resultat  principal  de  ce  paragraphe 
sera  coiupris  dans  les  termes  suivants. 

Soient 

trois  fonctioQs  de  x,  c  d^termiu^es  par   les  öquations 
dxu^^^vio,    8xü=— «?«,    dxw= — c^uv, 

loit  X  uDe  foDction  de  u  döterminöe  par  tequation 


dans  laquel'le 


on  aura 


0^=1—«*,    «0=1; 


)t 


x:=zv+x,  ou  Ä=?v'*— X, 
oloD  que  l'on  a 

QxRx=^Q^R^y  ou  QxRx=—QxRt, 

etv'  ^tant  deux  constantes  assujetties  ä  lacondi'tloa 
^e  v^rifier  les  equations 

P^=0,  Pv'=0 

QvRv  ^^^'  9        Qv'Rv ='— ^  1. 

Ajoutons  que»  pour  des  valeurs  finies  de  Px»  les  fonc  ons 
Px,  Qx9  Rx  se  changeront  en  sino:,  cos^r,  l,  lorsqu'on  suppose 
c=0;  de  sorte  qu*on  aura 

Pa-,o  =  sina:,  Qjp,o=cosa;,  ßx,o  =  l- 

On  pourra  de  m^rae  considdrer  Px,  Qx,  Rx  comme  des  fonetion« 
particulieres  d'une  autre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aise  d'e- 
tablir  les  equations  differentielies.  En  continuant  de  cette  maniere, 
il  sera  utile  d'embrasser  toutes  ces  fonctions  par  une  denomina- 
fion  et  une  notation  generale.    On  pourra  p.  e.  appeler  ces  fonc- 


tions  fonctians  circulairee,  en  les  classifiaiit  ei>  divers  ordres 
et  ränge ,  et  en  les  dt^sigimnt  pur  te  signe 


m  indiquant  le  rang  et  n  l'ordre  de  la  fonction    circulaire.    Dana 
cet  ^lat  de  choses  einji  »era  lapreiuiere  et  co»x  la  seconde 
fonction  cifculairedupremi er  ordre,  et  f*i  sera  la  uri 
reiere,  Q^  la  seconde  et  Ä,  la  troUienie  fonction  ci 
culiiiredu  aecond  ordre;  ce   quon  exjtriiiiera  par  la   notatioi 

sin-r^M..  coB:r  =  lL2^, 

P.=:2JI,.    0^=212^,  ff*=2|[J., 

et  ainsi  de  suite. 


Puisque    la   valeur  ,de  la    fonction    Uu,    detcrminäe    par  let 
^ijuations 


est  positive   pour  «=^0,   eile  restera  positive  et   comprise  entH^ 

les  limitcs  0  et  t,  en  fai.s;itit  varier  ri  par  de^rrc^  instnisibles  enlie 
Ics  liniites  —1    et  +1.  | 

iSl  donc  la  valeur   de   c    restera  comprise  entre  Jes  limiles  0 
et  1,  et  qu'on  pose 


la  valeur  de  b  sera  positive  et  inferieur    ou,   toW  au  plus,   egale 
ä  1.    Pjiis,  Gomme  on  a 

il  s'eti  sait 

c''=l-6''; 
et  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

d'oii  l'on  condut,  que  b  se  changcra  en  c,  lorsque  ceer^uit  b.  b. 
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Mais  la  vaieur  de  (du  sera  encore  positive  ^  lorsqu*en  partant 
e  la  vaieur  nulle  de  u,   od   attribue  ä  u^  des  valeurs   nes;atives^ 


a  mdme  raeine,  on  aura 

•  Cela  posä,   on  sera  assure,  que  la  fonction  sous  le  signe  in- 
egral  dans  T^quation 


du 

cu 


o 


Bstera  positive  en  faisant  ?/  =  l  et  t«=ao2;  ce  qui  conduit  ä  con- 
iderer  les  valeurs  particulieres  Xj  et  Xxt,  que  nous  designons, 
our  abr^ger,  par  r  ou  tc  et  9  ou  ^c;  en  sorte  qu'on  ait 

/i    du  P^i     du 


cu 

o 


Mainteoant  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  pr^cedent,  qu'en 
^terminant  les  fonctious  circulaires  du  second  ordre 

U=Px=^Px,c,  t?=Q*  =  Qjr,c,  W=:Rx=RxyC 

ar  le  Systeme  des  ^quatioos 

dxu:=^vw,  dxv=: — wu,  dxW=  —  c^uv 
Po  =  0,      Qo  =  l.  /?o=l, 

1  aura 

Px  =  u,  Qx=öu,  RxzzzGcu; 
»nc,  ä  cause  de 

öo  =  l,  öc=Ä>,  öi=0,  ö 001=  00,  Xi=r,  Xxi  =  ^* 
Vesultera 

^2)  I  ^"^=1'       Qt=0,       Rr=h, 


uant  aux  rapports 


Q  j>ourra  s'assurer,  qu'ils  seront  egaux  au  produit  d'une  quantitö 
ositive  par  t;  et  comme  on  a 


<?x«=] 

P 

-C'P,' 

1 

m  oUieiidra, 

non  aeulemeiit 

^ 

m 

1 

=-.. 

m- 

"^.-~ 

1 

i 

(3) 

t- 

Äjiiutons , 
^qualtoiis 

qu'eotre 

Im  foDclioi..  < 

et  p.  ex|irim 

ees    par  |b 

(4) 

'<' 

da 

-/"s^. 

)l  existe  iine  relation  assez  simple.     En 

elet,  ei  l'on 

pose 

„= 

='^. 

J 

on  tronvera 

_  _j^ 

,  5„= 

5w      . 

=.'|!;. 

rf«    du' 

äuäcu        '  Öu'ÖJu-  * 

Or,  en  ftüsaat  varier  u'  depuis  0  jusqu'ä  I,  —    variera    depui 
jusqu'ä  •*> :  donc  on  aura 

du' 


/»    du .  /•> efo; 


(5)  .      Pc=»r»; 

d'oü  encore,  d'apris  ce  qui  a  ^t^  dit  ci-dessus, 

H  Ndus  ne  nous  art^teront  pas   aux  divers   proc«d^8    propres 

^'        r^valuation  des  fonctions  r  et  9.    Celui,  qui  se  präsente  d'abor 
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consistedansledäveloppement  delafonction^^  en  serie  suivant  les 

uJca 

puissances  entieres  et  positives  de  u;    ee  qui   conduit   par  des 
quadratures  connues  ä  la  serie 

^..       /IV«      /1.3V,     /1-3.5V  «  .       . 

d'oü,  a  cause  de  l'äquation  (5)^ 

(7)  «=?<+Q'«'+(n/"+(?;lil)*'+'-i- 

§.  III. 

X 

Sur  les  formules  foDdanieritales  des  fonetions 
eireulaires  du  second  ordre. 

I 

Les  foDctioDs  eireulaires  du  second  ordre 
cont  compl^tement  däterminees  par  le  Systeme  des  equations 

^^>  l    Po=o,     ©0=1.         «0=1; 

d'oü  l'bn  a  d^uit,  $.  I.  (4),  les  relations 

ayant  pos^^  pour  abreger « 

(4)  fca=l^c«. 

Ajoutous  toutefois,  pour  completer  la  determiDation  de  b,  qu'elle 
sera  toujours  prise  dans  ie  sens  de  devenir  1,  lorsque  c  s'evanouit, 
comme  eile  est  introduite  par  requation  (l),  §.  IL 

Cela  posä,  on  tire  des  Equations  (2)  et  (3): 

(dsv)^=  -  62  +  (62_^  ^2+  cH^ , 

d'oü,  en  differentiant  par  rapport  a  x, 


0,«(C=— toll  +  b^—'-iw'i 

Soieiit  maintenaDt  »',  c',  w'  trois  fonctiDiiB,  qu'i  se  d^daisentde 
,  D,  h;  par  )e  changement  de  .r  en  x  +  h.  h  etant  independante 
e  X,  en  sorte  qu'oii  uit 


(5)  „■  =  ?,_, 

on  aura  de  mäine 


-  Pi  ^A  ,  10'  ^  Äjf  A ; 


(8.  »r = 1  -  (1+  c«)  ■.'«  +  £!»»'•, 
(8,  »')"  =— 6«  +  (6»—  O  i"  +  e»e'«. 
(8,»')"=''— (1  +*=)»'^  +  «>" 


8,'«'=-« 
8,»i,'=-« 
8."«.'=-» 

IH-o"-2c»»"|, 
c?-6'— 2c'o''l, 
|l  +  4'-2»"l. 

De 

ce9  äquations 

jointes 

aux  prfSc^deDtee ,  o 

D  diidml: 

(«8,1,0'- 
(w.8,w0'- 

(«'S.«)' 
.■8,.)»= 
(«j'8rfc)' 

=  |l-c'(«»')'|{«'- 
:-|6'  +  e'(™0'll"' 
=l«'-(t™.')'ll»'- 

-«"1. 
-•■'1, 
""1 

»8,«»'- 
»8,'»'- 

«'8,'»  = 

»'8,»i.  = 
«.'8.'»  = 

=  -2c'MM'(Ma-M'3) 
=  -2c' .'(»'-."). 
=  -2««.' («.'-«."); 

{Ma.«')*-(«'3-«)* 


{tdWyt^W  S,P)a  -  fta  +  c«  (ri>')'' 


et 
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udx'hi'  —  m'Öj.*  u=dx  («8«  w'  —  w'  9x  m)  , 
vdx'^  v'  —  »'8x^  t? = 8x  (r8xü'  —  v'dx  v) , 
wSjr^tu'  —  w'dx^U)=ldx  (wdxw'  —  w'8x  w) , 

(udxuf)^—  (u'Bx  u)^=(udxu'  -  u'Sxu)(udxu'  +  u'dxu) , 
(vdx  »0^  —  (t?'8x  vj^  =  (vSxV '—  ü'  8x  v)  (vdx  v'  +  v'  dx  v) , 
(todx  w')*  ""  (w'  8*w)2=  (w8x  w' — w'  8xw)  (wdxw^ + w'  8x  w) , 


ou 


(udx  u')^—  (u*dx  u)^ = (udx  u' — m'  8x  v)  dx  (uu*) , 
(i?8x  vT  —  (c'8xö)^ = («?S*»'  —  V'dafV)  dx  (vv') , 
(wdx  w*)^ — (to'Bx  w)^ = (wdx  w' — w^  dx  w)  dx  (ww*) ; 

donc  on  obtieifdra 

dx  (udx  u*  —  vidxv)  ^  ^c^uvldx^uu') 

udxu'  —-u'dxu  1  —  c^(uu')^ 

8x(y8xP' — v*dxv)  _2c^«?D'8x(rü') 
vdxv'  —  v'dx'o         6*+c^(üü')2  ' 

dx  (w8xw' — w'dx  fo) 2ww^dx(ww') 

wdxw'—^w'dxw  U^ — {ww')^ 

ou>  en  ayant  ^gard  aux  äquations  (2)  et  (6), 

dx  (uv'w'-^u'vw)      8x  (1  —  c%^^) 
tto'«?' — u'vw  1 — c^tt^u^     ' 

dx(vw'u'^v'wu)_  dx(b^+c^vH'^) 

8x(wtt'ü'  —«?'«») 8x(6*-— w^'*) 

vau'tf  —w'uv  6*  — w^w'* 

Puis,   comme,    en    gänäral,    d'une  ^quatiou    diff^reDtielle    de    la 
forme 

dxp  __dxq 
p  '^    q 

OD  tire 

dxp dxq ^ 

P  9  ~ 

ou 


P  ou  I 


'■  1— ,V«'"  ^''■ 

,  ro'»'-fW     „ 

«■»•»' -»'ra     „. 

''  6=-»'>.«>  -''' 

et.  Verl»  d.«  «quatiom  (1)  et  (S), 

=0, 

,    0.B.+1  P«  »—fit»  B^  '■^ 

"-          6«+c=o,=ov. 

'*      ~        j^        U  ^  O-f    .  .  ~  — "■ 


I 


Ed  mtö^raiit,  et  en  d^terminant  les  constantes  d'integration  psi 
8u}>{iDsitiaii  He  ;r=ü,  ce  qui  chaDgera  Pi,  Qi,  Hx  en  0,  1,  1, 
eera  conduit  ä  — 

1— c'(V/«,+„  —     "■ 

0.  B,t>  Prt»  -  Qjt»  «»  P-  _      BiPt 

et,  en  faiaant  x^k^y,  ou  A=zj — a;,  et  en  ofaservant,  qa' 
vertu  des  ^quations  (I)  et  (3)  on  aura 

6'  +  e«Qi«=ßi»,  42-R»»=— e"0»'. 


-  f— c'P,»/','       ' 

_  QxRyPy  —  QyRxPx 

.K.P,(),-R,P.Q. 


5;:".= 
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Les  variables  x  et  y  ätant  indt^pendantes  Tune  de  Tautre,  on 
tiendra,  en  prenant  ^  =  0^ 

R^x      V   Rs      0*-x         Qs 

»ü 

7)  Ijr  =  —  "— x>   Qx^=-Q—X9    /tjf=ii— jr. 

En  substituant donc  — o:  äo:,  les  equations  precedeiites  donneront 

/       o         _PxQyRy+PyQxRx 

[       ^^+»-  i-C^PJ^Py^  ' 

(9K\  i         ^JT-f-y Q j;  -Ity  /\^  -h  Qy  Rx  Px 

^^        ^       Rx+y^         b^+C^Qx^Qy^        ' 

Pf±y__    ^RxPyQy+RyPxQx 
^      Qx+y'^       ^  "      b'^—R^x^Ry^ 

On  pourra  deduire  de  ccs  equations  une  foule  de  formules. 
ne  suffira  pas  nieme  de  les  ^tablir  toutes  trois,  puisque'ldeux 
3  deduisent  de  la  troisieme  ä  l'aide  des  relations  (3). 

Profitons  d'abord  des  vaieurs  particuÜeres  du  paragraphe  pr^- 
6dent.  En  determinant  r  et  q  par  les  equations  (4)  ou  (6)  et 
1),  §.  IL,  on  a  trouve,  (2),  (3),  §.  IL, 


(9) 


Pr: 

=  1, 

Qx 

-0, 

Rr- 

=b. 

1 

=  0, 

1 

=  0, 

1 
Rq 

=0. 

• 
« 

Rq 

1 

-~c' 

Rq 

Pr 

C 

Au  moyen  de  ces   vaieurs  particulieres  on  tire  des  Equations 
8)  joint^s  aux  relations  (3) 

„        _Qx         Pt+r_l-,  Px+T_       IQx 

P'^^-m'  R^^-h^"  ö^-~6P,' 


__    1        p*+f^     •  p*+? * 


/fr-l-ö  — 


oä 


-Ue  i>lu»,  si  1 

■ 

on  l'ait, 

1 

poor 

abr^ger , 

1 

■ 

(11) 

.. 

=  ..= 

•  +  ». 

■ 

DU,  suivmit  r 

efiualioii 

(5). 

§.  II. 

.  +  ;». 

il 

m 

11  .i.nd,a 

/',+.= 

E7/ 

Q.^ 

.  =  - 

.«^'. 
■«,+, 

Brt. 

1              (15)        P.t 

0,t. 

k  1 

fi,t. 

-fi 

i 

et,  en  prenant  x  =0, 

J 

1 

IV- 

_l 

Q. 

=ff-     «■ 

=0. 
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Si  maintenaDt  on  aabstitue  a 
ä  y  Cialis  Ira   Corniules  (8j,   en 
on  d^dait 

observaot, 

lent  j 
,   qiic 

+  r,  y+ff,  j+. 

des  relatiniia  {3 

,     l~c'IV  P,''=Q,j'  +  ll,'P,''=  B,'  +  c'Q,'P,'', 
'     i'-ll,^K,'=e'(lj'P,''-e,'B,')  =—c'(QJ'—P,'ltf 
on  trouvera,  a  I'aide  des  rormules  (10)  et  (12), 


O.+. 

6'P./>,- 

Q,R,Q,R, 

e.t. 

QsQu-PzRjPiRy 

■Pf       ■ 
-H,P.Q.  . 

''.+,- 

«,» 

-ß,-         • 

f 


l>n,_      .  fP.P,+  Q,R,Q,l 

«.+,  _  Q,Ji,,P,,:^Q^«^j, 

„      _R,R,-c^P.Q,P,Q, 
•^-        l—c'P,'P,' 
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PxQyRy —  PyQxRx 


(V7\       )     ^      • «QjrQy  +  PxRxPyRy 

^    ^        iQx+y'^  b^-Rx^Ry^         ' 

J RxRy^^  C^PxQxPyQy 

Rx+y"  b^+C^Qx^Qy^ 

Ed  combinant  ces  formules  on  en  tirera  d'autres,  que  nous 
'^erivons  pas.  Toutefois  il~  sera  bon  d'en  ^tablir  encore  quel- 
ues-unes^  dont  nous  profiterons  dans  Ja  suite. 

En  vertu  des  äquations  (7)  od  däduit  des  formules  (17) 


Px'—tl'"' 


Px^~Py* 


^~PxQyRa+PyQxßi' 

"'-y—       R^Ry-^P^q^PyQy' 

iln  y  joignant  les  formules  (8),  (15),  (16),' on  trouvera 

fx+yfx-y—    l_cap,8Pj,a' 

n8\     )n      n  1  b^-Rx^Ry'^ 

(Iö;       YJx+yV*-y=—-i  l_cap,2prä' 


tCx+yUx-y—       |_^ap  SD  4  ' 


X  M-y 

w 

ormules  qui,  k  I'aide  des  ^quations  (10),  (12),  (14),  se  r^duisent  ä 


l- 


P  ^ 

Px^y  Px^y  =  —  Py^  p  2"  ' 

1  *^x 

1-    ' 


n+' 


(19)      {       Q,^Q:c-y=Qy^ 'pfi~  ' 

i 


1- 


Ä*+y  Rx—y  —  Ry  p  2  ~  * 

Theil  'XVI.  26 


i 


EnfiD,  bI  Ton  faitz-|-^= 
dante  de  x,  od  aura 


.  d'oö   y=f— X,    »  «tant   Indip« 


k 


'   S,P,=—g,U,,  i,Q,=:R,P,,  B,It,=c'P,Q,: 
1  «rera  de»  fonnule.  (17).  (K),  (15): 

p. —     p^—p^ 


!P'^P,»=-PA(PjP,). 
B,'—R,'  =  ^d,(EJI,). 
Ot,  snkaat  ies  relationa  (3),  on  a 

(21)   -P,'-P,'=-(e.>-e,')  =  --i,(B.»-B,*): 
done  il  BUlvra 


PjP,=-ll^(.Q,Q^Q.)  =^(R,ny-R.); 
d'oil,eii  remettant  x  +  j/  ii  x  et  ayant  ^gard  auz  relations  (3),' 

,e.O,-P.P,B.+,=  (?.+„ 
(S2)       fi,fi,-<:«P,P,0,+,=  ß,+,, 

(B,ß,fi.(,-<!'e,e»e.+»=*'- 
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§.  IV. 

elation  entre  les  variables    et  les  modules   de  deux 
nctions  circuiaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 

^st  coDStant. 

Eq  posant 

n\    1^^^'®*  ^  «1  A,c,    Qy i^i  =  ßiQx, c,  -ßy i,ci  =  /i  Rx,  ü, 
j/*y„c,=«3Ö«,c,  Qy»,ct^^ßiRx,o,  'ßyt,«i=y3ft^,c, 

s'agit  de  d^terminer  ^t  eii  fonction  de  i(V>  et  ifiyk>  J}^#  y^»  <^ic  ei^ 
inction  de  c. 

,    CoiHiine  ona 

8*iRr,c=Q*,c-Bjp,c,  8jrQ*,c?=— Ä*,©ftr,C>  ysRjg,ef=^ — P  Px,qQpi,ef 

s'en  suit 

SsRy^cy=^-^\Pyf^ei^Qyj^€jpsyf^  l 

:,  en  faisan^  poar  abr^ger» 

(4)  dttyk^^th» 

I  ^n  d<^duiia,  a9  mpye^  des  öqu^jtioAß  (1)>  (2),  fß)  : 

(5) 


■""^/Sgys"'    ya«a        Ca^l^s    ^^        /J^y* ,     n«4     ^V4i^4 


P«i  Ton  Toit,  qae  fti  est  indöpendante  de  x,  de  sorte  qu'on  aura 


1 

1(8)                                   y,  =  iii.x- 

il  elant  toiistante  par  rappoct  ä  .r. 
menl  j;=0,  x=z,  x  =  a  dans   lea 
observant,  qn'on  a  trouvö,  (2),  (9), 

En  prenant  donc 
tfqualinns  (1),  (2), 
(13).  S-  HI. 

■ 

respec« 
,  (3).  .1 

■ 

1 

Po 

p. 

=0.    0,= 

=  1.    Cl,=i 

1,      fio 
D.      fi. 

=  ». 

^ 

F 

f 

■  p. 

.=|.    0.= 

A,«, 

=0. 

■ 

a  rlendn 

« 

b 

,.,=0,    Q,„ 

...=Ä. 

1 

P,., 
i'^. 

=  0, 
=0. 

0,.,+!....  -■ 

«,,r+».... 

=  ^46. 

w 

/>,. 

aW»«, 

,=0. 

QMt^t..., 

=a'. 

'«,,.  +  J„.. 

f 

'■i.. 

.+«.,., 

=  0, 

0,..+A,-.- 

=^4. 

«i.  +  A... 

1 

b 

tfquatioos 

,  auxquellee 

on  satisfait 

eo  faisant 

(7)    Ä,=0,  ^=0,  5,=— fiar.  34=— ^^i,  Öb=— fiiC  0,= 
ce  qui  doonera 


=1.  ß,=i.  ft=-; 


Les  constantes  | 
(S)  Be  r^duiroot  a 


.  ri='.     n=j'  ft=4-'  r.=<^- 

,  }.»  dtant  ainsi  d^termint^s,  les  ^quati 


f  J ^J^ 

61         i     1  i 


«2     «a  «» 


i  L. 


AI- 


d'oil  Ton  tire 
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«1«  =  1,  «a« = c^  «s*  =  -  p '     «4*  =  l.  «'s = l.  «•'=  p  • 
1  6^  c^  1 

I.  i;  *  * 

(*1=«1.   I*a=«a»   (*8  =  — 0«3>  |»4  =  — 0«4»   <*6= 7«6»   f««  =  — ;«•• 

Ces  ^quations   determinant  les  constantes  ctk  et  Ck  au  signe  pres, 
on  ponnra  eii  choisir  a  volonte.     Nous  posous  parsuite 

(9)        <  i  b  ci  \  ^ 

JCi=— C,    C^=-*     ^3  =  — •»    ^4=5'    ^6~6'    ^^Ö"^^' 
>l  =  l,     |li.2  =  ^5     ^t3=">    f*4  =  ^>     fA5  =  ^*'*     f*«  =  «- 

Ed  eliniinant  yk*  ctk,  ßk,  yk,  Ck  k  Taide  des  equations  (6),  (7), 
^),  ^(9),  les  equations  (l),  (i),  (3)  se  reduiront  ä 

(II)  ^cx,i=  ^^'»^^  •       ^e*,i  =  ^''« '       ^cx,i  =  ^'^«  ' 


ci  1 

'2>    >  _  _  _, 


6 


/*7 

(13)       ^  6  »  i 

'  1  et 

^\x^<f),h^^'S  ^''^*   Ö«(*-<')»*=g"Öa;,c,   Ri{x—a),b  =  CPx,o. 

Lies  formules  (10)  fodt  voir«  qua  les  fooctions  P,  Q,  R  ne 
langeront  pas  en  Yemplagant  le  module  c  par  — c.  Au  moyen 
*s  {ormules  (1 1)  on  passe   d'un  module  c  iofärieur  ä  l'unite   au 

odule  reciproque  —  superieur  ä  Tonitö.     II  suffira  donc    de   con- 

nrver  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  preraieres  ou  les  trois 
sniidres,  puisqu'on  en  däduit  les  autres  ä  i'aide  des  formules 
.]).     En  conservant  les  trois  dernidres  on  en  tire 


.  Boivaiit  lea  «iquations  (10)  et  (12),  g.  lU. 


n.:f">Br^   a>',f=R. 


.=r:.  a. 


(16)  «.,1=!^].    <'i.»=^.'   «'■.>=07; 

Les  tormules  (15)  setviront  ä  la  rt^duction  des  fonctions  dl 
culaires  du  second  ordre  ä  niodule  imaginaire,  et  les  Tormules  (16 
k  la  reductioD  des  itiemea  ronctions  ä  variable  imagiaaire. 

Ajoulons,  que,   par  swite  des  relations 

Q"i=l— P>,.  *«.=  1— c'P,', 

jointes  auK  foriuules  (10)  et  (l'i),  g.  ID.  on  troovera'  ais^menl 


■;!.<'''»+•  -  •*"■+•'= 3Q«;,:;  (Ä-y+r-fi"«.) 


;  («s,  ~  /p J  -  c'P",  *?.'"''""*''"  K',  ('  ~  P"'/' 


donc  on  aura 
on 

(17)  P=,^,(,_g")=_e.,+,(i-|^ti) 


387 

t  • 

I 

es  formiiles  (11),  (12),  (13)  on  d^duit 

«  9i  O 


il  viendra,  ea  ögard  auz  formales  (18) , 


(t9) 


r 

l„^«2?     ^■^PV;*      l_^^M 
4      ■^^~'        i"..rf~,     i«ö.» 


i»„i         F»^»  i».^i 


'rf  -'» 


I ?    i_ £i    1    * 


&.  V. 


Delation    enlre  les    fonctious    circulaires    du    second 

rdre  par  rapport  äune  variable  x  ei  entre  ies  m^m«* 

fnnctiniis  prises  par  rapport  ä  un  multiple  de  x. 

Eti  vertu  des  lurniiiles  (8),  (15),  (16)  g.  Ifl.  un  a 


(1) 


In  .   ~  9-<lr-P.P,II.B 


En  y  joignanl  les  ^quations  (7) 


(2) 
II  viendra. 


/„         P,<l>lt,-P,<>.R, 

fp         _RxRy\C^PxPyQxQ^  . 


1    *•.+»  +  >"»-»  —  ^  ,_  c2/>S,p,S  ■ 

("'+»  +  "'-» = ^  i-c''p''p;  ■ 

En  prenant  x=y,  et  en  observaiit,  qu'on  a 
(ä)  Pn=0,     0„=1,     R„=l, 

n  trouvera 
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9£. 


(6)      iOax=2i-^js— 1. 


ayant  egard  anx  relatioos 

Qa,=  l_P,a,    Ä,>=1 -<,«/»„ 


uivra 


(p         o  PxQxRx  • 


/fcjj« 


1—C^Px* 

I 

substituant  ensaite  2x  k  x  et  :r  ä  y,  oii  tirera  des  forma- 


P     4.  P         g     A»<?a:^» 


Ö8»  +  ö'-2i_^^J^. 


«8*  +  Rx-2  i_^^Jp^a  ; 


2««  « 


iminant  Pa^»  ^2«'  ^2«  P^r  ^^^  formuies  (8), 

nx—t-x  |(i_c2i>,4^a_4cap,4Q,ajj^a— ^{  « 

.       o    _o  m-^P'x+c*Px*)(l-e^Px*)    J 
Vs«  — V*  I  (i_cap,4)a_4cap,4Q,a/2,a      'j  ' 

Ä3,_Ä;t|    (i_cap,4)a_4cap,4Q,2i2,a      M' 
ayant  ^gard  anx  relations  (7), 


m  In    -  o  l-iP.'  +  ^'P,'-ic'P.'+c>P,> 

1— 4c'P.'t6e'i'j*-4c«P.'+c«J'.' 
'  1— 6c»Pa*  +  4c''(l+i;»)P,''— 3<^ft8  ■ 

Kempliu^oDa   encore  ;r  par  2^  dans  les  formales  (6) ;  U  T 

D      O  PvQt*Bv 

P"-^i:z^j^' 

2— ?"^— 1 
1 ^5 I  . 


ßi'oü,  ä  l'aide  dee  formules  (8) , 


(10) 


(1— aPj'+c'P.*)  (1— •ie'P.'+c'/'.«)  (1— c'P.'l 


„(i-ap.'+c'P.'W-c'p,')' 

/     „    _„(l-2c-'P.Hc'P,'ni~c'P.')'    , 

1  it„_i  (1— c"«p.v-i6''p»*e.'«.* 

Sans  qu'on  ait  besoin  de  devela)iper  les  expreseions  conteanea 
daas  les  seconds  membres  de  ces  equatioDS,  on  reconDaitra,  qae 
P*4J.  Q^ii,  ß*4i  peuvent  i^tre  representees  par  des  fouctions  ra- 
tiooeiles  et  fractionnalres  par  rappnrt  ä  Pi'.  On  sera  donc  con- 
duit  ä  supposer  par  induction,  qu  on  saara  satlsfaire  aux  equations 


(11)    P~ 


_B„ 


Dn' 


,  C^B,  Jy*a  des  fnoctions   eotiöTes  pai 
a  nontbre  entier  et  positif. 


en  däsignant  par  A^n, 
rapport  ik  /*j*,  et  par 

En  tomparant  les  equations  (6),  (8),  (10)  aux  equations  pre- 
cedenles,  on  coDclura,  que  3=2*  —  1  sera  le  dain-ri  de  AJ, 
4=2^  celui  de  D^^,  fl=3«  celui  de  ^*,  8  =  3^  —  1  celui  de 
Ztg«,  13  =  42—1  celiil  de  J^^,  16=4»  celui  de  /Vi  et  on  sup 
posera  itar  inductinii,  (jue  k*— 1  et  w"  seTunt  le»  degres  de  J«* 
ot  Du*,  loreque  n  designe  un  oonibre  pair,  et  que  »'  et  n'— 1  seront 
lea  iegtia  de  A»^  et  £Ph,  lorsqae  n  däsigne  un  nombre  impür.     1 
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AllcWä  tanttrmet  tea  tsappoMÜ^onB,  en  ^d^dionMtity  qn'ell^ 
^roDt  verifi^es  pour  le  noinbi^e  fn-i-2,  lorsqn'oo  le»  8up{>os6  tttr 
tes  pour  les  Dombres  m  et  m+1. 

Od  a  trouvä,  (18)  §.  III., 

1  ^bi^tftuaiyt  (m-fl)^  ä  o:  et  :r  ä  y«  il  viendra 

oü,  en  vertu  des  öquations  (11), 

De  plus,  en  concevant,  qne  Am»  Am'{^\»  Dm*  Dm\i  soientdes 
nctions  dätermin^es  d'apr^s  le»  sAppoaitions  faites  ei-des$iis,  on 
Bposera  de  Am-{^  et  Z^Wh  ^  mani^r^  qu'on  ait 

Am\%  Am^^^^  A  m^i  -^  P^xV^m^x  » 

Dans  le  cas,  oü  m  dösigne  uii  nombre  pair,  m-|-l  sera 
ipair :  donc  A^m+i  et  D^m-^i  repr^senteront  des  fonctions  entieres 
3ir  rapport  a  P^x  du  degr^  (m+1)*  et  (m+1)* — 1;  d'oü  il  suit, 
a  vertu  des  ^quatioos  präcedentes,  que  Ami-^  Am  et  Dm^^Dm 
sront  des  fonctions  entiäres  par  tapport  ä  P^x  du  degrö  (»i-fl)^ 
t  0»+l)2+l,  ou  A^m^A^m  et  D^m^^l^m  du  degr<  2(m  +  l)a 
t  2(f»+l)*  +2.  Or,  dans  ce  cas  Ä^m  et  D^m  ötant  du  degrö 
*    ^  et  m^,  il  s'en  suit  que  A^m^2  ^^^^  ^^  degrö 


2  (»1 + l)«-.(m*-l)  =s  (m + 2)«— 1 

2(m+l)«  +  2— m2=i(m  +  2)« 

Dans  l'autre  cas,  oü  m  designe  un  nombre  impair,  m  -f  1  sera 
air,  et  par  suite  A^m+i  et  D^m-^i  seront  du  degr^  (m+1)®— 1  et 
»+1)^  puis  Am^Änt  et  Dm^^Dm  du  degre  (iii  +  l)*+l  et 
»+1)2,  ou  .4«^+«  4«m  et  n^m+^D^m  du  degrö  2(m+l)«+2  et 
[m+l)*4  Or,  dans  ce  cas  A^m  et  />*«  ötant  du  degr^  wi^  et 
i*— 1,  il  s'en  suit  que  J^m+a  sera  du  degrö  (m+2)*et  D^m+a  du 
Bgr^  (j»+2)«— 1. 

On  voit  que  dans  Tun  et  Tautre  cas  ^^mfa  et  D^mi^  seront 
es  fonctions  entieres  par  rapport  ä  P^x,  et  que  leor  desr^  se 
öduit  de  celui  de  A^m  et  D^m  en  changeant  m  en  m+2*    U  aprös 


qn'on  vient    de  dire   les    euppueitions   faites  subsisteront  pat 
is^quent  pour  tout  nonihre  eiitier  et  positif  w. 

On  »atisfera  dooc  ä  l'^quatioii 


«u  designant  par  A\  et  />^n  des  fonctions  entieres  pat  rapport  ä 
P^t  du  degre  n" — 1  et  »*,  lorsi|ue  n  est  pair,  el  du  degrl  n'  et 
n*— I,  loreque  n  «st  inipair, 

Plus  generalement,  l'expretision 


en  suppoeant  ^  et  t  iodepei.dantes  de  a',  pomra  itn  reureseat^ 
par  le  rapport  de  deus  Tuüctions  enti^res  de  P^x  du  degie  n'; 
Jäa  maniere  que,  si  pour  abreger  od  fait 


(12) 


/»B, 


ft* 


(13) 


I— ^i  1- 

pa     —  'Ip'lii         p2 


donc   il  restera  ä    trouver  les  racines  Mpj,  et  iV),,g,  ponr   que  la 
relatioD  entre  Pm  et  Px  soit  enti^reinent  a^teimin^e. 

Kappeions  n«us  pour  cela  les  forraules  (10)  et. (12)  du  §.  III., 
savoir: 


{-■^''Ik- 


"..-t. 


1«. 


»■§;• 

Pi  1 
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Px-\.2a^=^  —  Px9  Qx-\-2a=Qx,  Äa:+a(r=  —  Rx, 
ft +2ir = —  Px  9  Qx-\^%  ==  —  Qx  *  Rx^%T = -ßar . 

.  La  fonctioD  P^?'  restera  donc  la  m^me^  lorsque  x  se  chauge 
en  x-\r^^i  ou  en  a:-|-2(f>  ou  en  x-\-^x^  et,  par  suite^  U  en  sera 
de  m^me,  lorsque  x  se  change  en  X'\-^p^\^qiS'\'^Xy  p,  g,  r 
stallt  des  nombres  entiers. 

MainteDant  le  premier  membre  de  l'äquation  (13)   s'^vanouira' 
pour  x=::y;  d'oü  11  suit  que  Py'^  sera  une  racine  du  seeond  mem- 
ore.    Mais  le  premier  membre  restera  le  m^me,   lorsque   ny  se 
chaoge  en 

ny +  2pQ-l-2q6-{-2rr, 

ou  9  en 

,2p        '2g       2r 
^  '   n  ^  '    n     '  n 

donc   les   autres    racines    du  seeond  membre    seront    comprises 
dans  Fexpresslon 


^y+%+??a+?rr, 


ou»  simplemeut. 


^y+^ri^?S^, 


n        n 


• » 


puisquon  a 

(16)  a=r-{-g. 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racioes    distinctes»    II   sufßra  d'attri- 

buer  h  p  eiq  successivement  les  valeurs  0,  1,  2, ....  n  —  1 ,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera»  en  vertu  des  formules  (15),  des 
racioes  Egales  aux  pr^cädentes.    On  pourra  donc  poser 


n 


On  trouvera  pareillement  Np^q,  en  permutant  y  et  z,   en    sorte 
quon  alt 

n        n' 

L'^quation  (13)  se  röduira  par  cons^quent  ä 


'"'  — p^-^p^t — ja, 

Remarquons  encore  que,  lorsque  la  fonction  f,^  jonit   de  ]m 
B|^opriet^  de  rester  la  meme  si  1/  se  change  en  9-f  n,  on  aura 


m 


^s/r-s — ^s/P'3+' 


I       (19)  Hp  n^tp.i  =  "p  ^«  /■p.P  f, ; 

ce  qui  permet  de  substituer  ä   la  fonuule  (17),  en  ayant  ^gaid 
aus.^quatione  (15)  et  (16), 


En  falsant  z=--^,  et  observant  quo  -p-isO,  on  däduit  de  la 
'fonnnle  (17)  ' 


1-i 


i-j»r  =  np"« 


'*?'+> 


PV 


iZ^T 


J 


Pais,  en  faisant  successivement 

en  observant  que 

p^_0,  P,  =  1,P,=^.   1-P',=Q»«.  l-c»/»x=ß*.. 
et  posant 
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»  -^ 


2.    i  f.     /"* 


lJBa«=:  Tip  n,  U— 


n        n 


(22)    <  «    •    (,      ^  , 

C«»=:  Hp  IT,    1-  paa^^^gjH    [  . 


•        « 
endra 

»ieo 

^"'-JR'     ^"^^Dn'     *^^Dn' 

upposaot  quo  ^n»  JS««  C^>  Dm  se  n^duisent  an«,  1,  l,lpour 

5=0. 


§.  VI.    Transformation   du   modale. 
On  a  troav^  dans  le  $.  prtfctfdent  qae  TexpiressioD 


/», 


fur 


1- 


/», 


IIS 


apposant  y  ei  %  indöpendantes  de  x^  pourra  dtre  reprösentöe 
le  rapport  de  deiix  fonctions  entidres  de  jP*x  du  degrä  n^. 
>btient  un  autre  enooc^  de  ce  thi^orörae^  en  posant,  que  cette 
ession  pourra  ^tre  repräsentöe  par  le  rapport  de  deux  fon- 
is  entieres  de  q>x^  du  degr^  n ,  q>x^  etant  eile-meme  le  rapport 
leux  fonctions  entieres  de  Ps^  du  degrö  n. 


Ed 
mction 


approfondissant  ce   r^sultat  on  sera  conduit  a  considärer 
ion  q>s  däterminäe  par  r^quation 


(1)  q)s=npP    2p 


■ 

m 

■ 

pq 

^^^^H 

«JUll  i»«« 

d-dessus , 

^^^^^^^^B 

m 

n 

■,/!.=  J/,= 

=  MA.-.Y.-,-'^^^B 

Oll  1 

iura  pat  suite 

■I 

k 

f'= 

=  p.p^^i^P 

„j.--''h.j^,           'V 

i 

»,!?,= 

"»'Ak 

:■"'*.'■••"•+?-     fl 

mais 

0„« 

.  (IS),  }. 

V. 

'X 

(3) 

P.+.. 

.^1 

doiK 

:  il  IUI 

ivra    , 

4MH 

(4) 

''xl?.^ 

^H^^^l 

m 

Pais, 

uoiiime  de  l'iSquatioii 

(2)  ou                                ^1 

n„ff^ 

=<£/'        m 

I  deduit  de  NquatioD  (I),  tioD  seulement 


■'■^''■^''.^■1'. 


mais  encore 


ou,  suivant  la  forniule  (3), 
II  vieodra  par  saite 
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,  en  vertu  de  la  formale  (19),  $.  III. 


1— 


(5)  9.«,=/»,  Ä  P^^ ^ 


La  fonction  (p%  repräsentera  donc  une  ^fonction  fraetionüAir^ 
LT  rapport  ä  P^x,  dont  le  numerateur  sera  du  desrö  n  ei  le 
hiominateur  du  degr^  n— 1.  Onpourradire  autant  de  Vexpressioo 


9^ 

^2. 


9>9 


mt  le  d^noitttnatenr  sera  le  m^me  qae  celui  de  qflg;  ei,  comme 
(tte  expressiÖD  s'^vanouit  ^videmment  pour  x=v,  il  eu  sera  de 

^me  pbur  aÄy+-^T,    en    vertu  de  ia  relation  (4);    de  sorte 


n 


i'oD  aura 


1— 155 


P^x 


(6)       i-lk;=^p 


9>*»       iL^^' 


■ef^. 


OU 


1       ^' 


?)«,  ,   p^ 


I- 


n  n 


'%+^  n      «  ^<'+^ 


n,         y«,    =  ß«  ^P  ^_      />^      ' 

HiriJ  XF/.  ^ 


ivant  la  formule  (20), 


'rt?. 


Voici  la  formule  par  laquelle  respression  daos  le  premiet 
niembre  sera  Indulte  ä  une  fonction  fraclioiinaire  de  ip\  du  degre 
n,tp^i:  etant  elle-ineme  une  roiiction  fractionnaire  deP^i  du  degre  n, 
II  sera  parsuUe  inferessant  d'entrer  eii  detail  sur  la  nature  de  la 
foQction  ifi.  J 

£d  diff^rentiaiit  par  Tapport  ä  x  les  deux  membres  de  f^qUBt 

tion  (5)  on  prouvera,   qne  !~^^j    repr^senteraunefoiiGtioDfractioa- 

naire  par  rapport  ä  P^x,  dont  on  determiaera  les  raeine»  ä  l'aide 
de  r^quation  (6),  en  divisant  les  deiix  nieiubres  par  y — x,  et  en 
posant  y^x.  Toutefois  il  sera  ä  pref^rer  d*  parvenir  h.  I'eipres- 
sioD  cherchee  de  h^ipi  par  uDe  möthode  directe.  sortout,  pnis- 
qu'elle  cxige  la  coütiaissance  de  quelques  Tormales  remarquables, 
que  nous  alloiis  ^tabJir. 

D'abord  od  a 
et,  tiornme  des  formules  (I),  (3)  du  j.  V.  on  deduit 
et  des  formules  (18)  du  §.  III. 
il  viendra 


"(1— capa^P^j)«' 


pwis,  ayant  egard  ä  l'equation 
il  s'en  suivra 


■) 
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(l-c»/M^P«,)a(P«^-/»j,)(/»,_j,-/»s) 

— 2/»*y +2(1 +c«)P«j,/»,-2c«i»*j,P*, 
+  /»*jr-2c*/^s,/»,  f  c*P»j,P*, 
=— 2P*,/»,{  Q«yÄ«,+l-(l  f  c»)P*»+c«P*s,| 

+  /»«,|1  -2c«iP*y  +  C«/»j,  ! 

d'ou,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (14) ,  §.  V. 
(8)  (l  -  ;^)  (^«+»  -  ^y)  iP^x.^I»y) 

=  -  iP'.P'yQ^R^y  (l-  ^) 

Cnsuite  on  däduit  des  formules  (1)  et  (3)  du  §.  V: 

d*oii 

/»x-f  «y-/»^  -  iPyQyRy  Q^ZI^f^-^^yi ' 

et  par  suitei 


0-   P's+^y)v~' lP^*y) 


Mais  de  requation 
ian  tire 

fx\tyfx  —  ,  _ca/W,j.„/M^ 


■x^y 


p—>,p,=- 


-PS 


¥ 


P,n  P,^i,  (1  -  c'P'.^^P',)  (l-i>/».-,P',) ," 
—  /«, 

ce  qui  changera  l'^tgaation  pr^cedente  en 


(',_-^J_-)('l__P°^1 
-M/»  P>  e=  fl=  gL+yP.-.0.».0.-y«H^.«->, 


Au  laoyen  de  la  formule  (8)  on  en  d^dait  i^2 

('-Ä)0-7C^)('-7er)    " 

A      ^'>  N'f.+.ft-,  0,4,0,-,  B.^,g,-, 
V.'    P",+,^      P",  Q',  IP,      • 

ou ,  suivant  les  formales  (19)  du  §.  III. , 

i=('-S)0-^)(-^t.)0-7Ci.) 

Cette  formule  conduit  ä  UDe  semblable  pour  la  fonction  q 
En  effet,  comme  on  a  P'jss/*^-!,  et  parsuite,  en  vertu 
l'^quation  (5),  qflx=<p'^-i,  on  däduit  de  l'equation  (6),  non  st 
leroent 


'-pt 


mais  «ncore 


> 
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1 , ZLÜ TT 


n 


onc,  pour  abreger,  on  pose 

(10)       0^(l-^)(l-^)(l—p.), 

endra 

n[:  /».,+»^jc  ^'+»v+^X  ^-»»-rJ 

—  ^^p  — ; — ,— , 

uivant  la  formule  (9), 


7p 


n  n  w  n 


ayant  egard  ä  Täquation  (Jl),  §.  IIL,  savoir 


ara 


^y+r+2r— ^y+äJ?»'      ^sr+<'4J!T  — ''y+^H^T  5 
fi  fi  ■  ^       n 

11  change  la  pröcädente  en 


J7p 


• 

a>  en  göneral, 


donc  on  pourra  snbstituer  a  la  pr^cedeote 

(l>2^  p2^  pi^  /»^ 

ou  enQn,  suivaDt  les  equatioiis  (6)  et  (IS) ,  i 


(11)1 


\      9^y/\      'p\j^'J\      9Ve/V      f^+p+iy 


Cettc  formale  etant  etablie.  il  oe  sera  pas  dil'Gcile  He  troufc 
Teipreasion  checcliee  de  fliqjj.  Pour  y  purveiiir  il  sulüia  de  E 
inettre  sous  la  fonoe 


et  de  poser  y:=t~0.    En  effet,  comroe  t 


— :=ßigi'j=2gii3j^p». 


V 


v-we-)xif)v.(,-  gx-sx-sy 


puls,  en  posant 

(12) 
d'oii  aussi 


Ml 


"=S' 


jservant  qu'il  süit  de  Täquation  (1) 
ttse  de 


^9 


*öc^dente  se  r^duira  a 


(a^.)«=«-(.-^)(.-^;^ 


.    /  I    ■ 


MaiDtenant  soient 

n  ^    n 

Kons  la  dätermination  de  v^,  u/  en  ajoutant>  que  t)'  et  w'  se 
isent  ä  1  pour  or^O»  ce  qui  donne  9x=ü;  alors,  en  obser- 
,  qu  on  tire  de  Tquation  (12) 

f 


iura»  Don 

senlement 

(8;t9),*)=fl«»'*to'«, 

i  encöre 

< 

4) 

a,g)«— iJcV. 

nt  de  plus 

• 

(15) 

/ 

Vi-*' 

^quations  (13)  se  rädiuront  k 


.«=1-^,   «^=1-«"^; 

m 

et  en  faisant 
^V               (16) 

"•=?■ 

1 

tm  aura 

(17) 

»'"^l-u-a,    «,-»=1— ftV», 

^^H 

taiidis  quo  Rquation  (14)  sc  changcra  cd 

^^^m 

dtU'=^€'v/. 

'^^ 

Si  ensuite   on 
r.!qoatiga 

d^aiRne  par  w  nne  fonctio»  de  x 

determinte  p^i- 

1 

4 

ou  pai 

1 

(18) 

a=zdx. 

1 

«y»»t  fall 

«at 

09) 

-f. 

OD  obttendrs 

doiu'  =  v'w'. 
En  combinant  celle-ci  aux  ^quations  (17)  on  aura  par  cons^uent 

taodis  que  u',  t>',  w'  sont  liees  k  la  condition  de  devenir  0,  1,  1 

Sour  x=^0,  ou,  ce  qui  revient  au  Enime,  pour  a:=i).  D'apr^s  la 
efinitioo  posöe  pourles  fonctions  circulaires  da  second  ordre  na 
aura  donc 

t^=Zpa,,li,   v'=:Qa,k,  a'=Ra,k, 

ou,  suivant  l'^uatiou  (18): 

a'=Pgi^,    v'^Qes,k,    te'=^Rei,k. 
En  vertu  de  l'^quation  (Iß)  on  a  par  su>te 
(20)  <p*  =  KPex,ki  . 
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voit  que  la  fooGtion iractioDBalrepaff lappori  hP^s,  d^ignöe  par 
t  iotroduite  dans  le  comneDcement  de  ce  paragraphe^  sera 
neme  proportiooelle  ä  une  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

Sn  eliminant  q>x  des  ^quations  (1),  (6),  (7),   (12)  et  (15),  ä 
)  de  la  präcädente,  od  trouvera 

1  « 
P^^k-''^     P^     ' 

(23)  'Z^=:h,       '"^"^^^"'•- 


n  ^ 


(24)  *^J.ftE±!„ 

n 


comme  on  a 


Bndra 


^H-^'-^i^/ 


j>=n 
n  n 


donc,  apr^s  avoir  d^tetmiitä  K  et  R  par  les  ^quations  (?'f)  et  (SS 
op  trouTera  k  et  6,  ea  egan)  ä  requation  (19),  par  les  saivante| 


(26)  &  =  C"K\  e=^- 

lle»t  bon  ilubaetTer  que,  lavaleurde  Pisp-|i  elutit  comprise  c 


% 


tre  0  et  1,  Xl  eera  hif^rieur  ä  1.     On 
1  voit  que  plus  n  sera  ^rand  plus  A  t 


Remarqaons  qu'on  tire  <le  la  forniul«  (21) 


ou,  Selon  les  ^quations  (24)  et  (26), 

Si  donc  on  fait  Huccessifement 

dans  la  formule  (22),  et  qu'on  pose,  poiir  abr^gec, 

on  tiouvcra,  en  observaot  que 
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1 

^ö*>*^=^„'  ^^^'*=5ä;'  ^^'>*=S^ 


ou  bien 


(29)  ^^*'*=3^^   ^^^'^'^iTn'   **'^'*^~^' 

en  supposant  que  Hn,  J&n,  (Cm  Jbn  se  VeduisseDt  k  6b,  1,  1,  1 
pour  a:=e=0. 

Par  ces  fonnules  on  passe  du  module  c  ä  ud  module  k^  infe- 
rieur  ä  c.  II  restera  ä  reduire  les  seconds  inembres  des  ^qua- 
tions  (28)  ä  des  fprmes  quarräes^  mais  pour  cela  il  faut  distineuer 
les  cas  oü  n  sera  pair  et  impair.  C^est  ce  que  nous  ferons  dans 
UD  autre  memoire.  .     -     . 

Remarquons  encore,  qu'eu^attribuant  ä  6x  des  valeurs  positi- 
ves ,  et  en  faisant  Tarier  dx  depuis  zero  par  degres  insensibles, 
ia  valeur  de  Qdx,k  restera  positive«  en  verfu  des  principe«  ^tablis 
dans  ie  $.  IL,  et  eile  ne  s'evanouira  que  lorsque  6j:=:rk.  De 
l'autre  cote,  il  suit  des  formules  (28)  et  (29),  que  la  valeur  de 
Qexfk   restera  positive    en     faisant    varier    x  depuis    0    jusqu*ä 

—  >    valeur  de  x    pour  laquelie  Qex,k  s'evanouit  de  m^me.    Les 

deux  iimites  tk  ei  6—  seront  done  les  m^mes,  et  on  aura 

n 

n 
ou 

(30)  Örc=nTjb. 

PareilUment,  eo  attribuant  k  6x  des  valeurs  ^  imaginaires ,  et  en 
faisant  varier  6x  depuis  0  par  degres  insensibles,  la  valeur  de 
Qexfk  restera  positive  et  ne  deviendra  ägale  ä  oo  que  lorsque 
Bx  =  Qk,  De  l'autre  cotä,  il  suit  des  f ormule|^  ^28)  et  (29),  quen 
faisant  passer  x  par  Timaginaire  depuis  0  jusqu'ä  'g,  la  valeur  de 
Qex,k  restera  positive  et  n'atteindra  l'infitii  que  pour  la  valeur  g 
de  X.  Les  deux  Iimites  Qk  et  dg  seront  done  les  memes,  et  on 
aura 

ßg^zgk, 
ou 

(31)  dpc=e*- 


Puis,  en  obaetvant  que  o^t+e,  oii  tire  Jcs  iquatioas 
et  (31) 


(32)  6ea  =  ei^-nn,  (ri  =  Ö(e„+  -). 

et  encore,  par  retimination  de  0, 
(33) 


9c  pit         tk  Qk 

a,  «uivaat  reqaation  (6),  §.  11., 


cn  determinant  b  par  les  ^qnationa 

(34)  6  =  5c,    ö„a^l— a«,    5o  =  I> 

ou  anra  pareillement 

en  determinant  A  par  i'eqaation 

(35)  A=Ö*: 

donc  il  seia  permis  de  substituer  aux  öquations  (31)  et  (33) 

(3Ö)  er»  =  m ,     —  =K  —  ,     —  =n  — . 

^    '  i*         t*        r*         «* 
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AnflSsuDi^der  (^eoifietrischeii  Auffpalbe: 
Durcli  zwei  gegebene  Punkte  einen 
Kreis  zu  1>esclirei1>en,  der  einen  ^e- 
sebenen  Kreis  so  sclineidel;,  dass  die 
beiden  ^emeinscliaflliclien  Seltnen 
einer  gegebenen  Oeraden  gleich 

werden. 

Von 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

Gymnasiallehrer  zu  Co b lenz.       ' 


Es  seien  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  A  und  ß  die  beiden  gegebenen 
Punkte,  DEFG  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m  die  gegebene  gerade  Linie,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  Ä  und  B  einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D  und  E  schneide,  verbindet  A  mit  B  und  D  mit  E,  und 
▼erläneert  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  P^  so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 

PAxPB^PDxPE    .    .    .    (l) 

Zieht  man  nun  von  P  eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge- 
gebenen Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPM=PDxPE.    ...    (2) 

Aus  (1)  und  (2)  ergibt  sich: 

PAxPB=PNxPM.    ...    (3) 


Die  Punkte  M  und  JS,  in  (reichen  die  Sekante  den  gegebenen 
Kreis  schneidet,  liegen  folglich  mit  den  gegebeDen  Punkten  A 
und  B  jedesmal  auf  einer  Kreislinie. 

Lept  man  nun  eine  Sehne  FG=m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreil)t  ferner  mit  dem  Abstände  CII  derselben  vom  Mittel- 
punkt einen  Hdlfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Hüirskreis  vom 
Punkte  P  aus  die  Tangenten  PK  und  PK',  welche  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Punkten  M  und  N,  resp.  in  den  Punkten  IH'  und 
jV'  scbnetdeu,  so  sind  ABJttN  und  ÄBM'N'  ztvei  Kreide  (nnd 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Gigenschaft,  und  die  Durch- 
schnitts punkte  O  und  O'  der  in  (Ter  Mitte  von  AB  und  JflN,  resp. 
von  AB  und  üf'iV',  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Demi  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A ,  B,  M,  N,  so  wie  die 
Punkte  A,  B,  M',  N',  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  anA 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  ceineinschftC 
ifcfie  Sehne  JHJV,  resp.  M'Pf',  wegen  gleichen  Abstandes  voin  JW' 
tbipunkte,  der  Sehne  FG,  folglicb  der  gegebenen  Geraden  »«  gleich, 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  glmli 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  segebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsahstnnd  Cä=0,  und  statt  des  Hülfskreise» 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselbea  hat  man  aUdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  dea  Mittelpunkt  C,  und  also  auch  ouc 
den  Einen  Kreis  ABRS,  weicher  ^en  gegebeneD  Kreis  (C]  in 
R  und  S  sn  schneidet,  dass  diese  Durch  Schnitts  punkte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstehen.  —  Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auüüsung  einer  in  dem  Aufsatze  Nr.  VIII.  Theit  SV.  be- 
handelten Aufüalje  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Ueraui- 
geber  des  Ari^ivs  gestellten   Aufgabe: 

„Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  zie- 
„hen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  End- 
„punkten  desselben  Durclimessers  dieses  gegebenen 
„Kreises  schneidet." 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null,  so  fiillt  obiger  Hülfcikreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  znsammen,  an  welchen  man  nun 
die  Tangenteu  PT  und  PT'  zu  ziehen  bat,  öm  als  verlangten 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  oder  ABT  zu  erhalten.  —  Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  v.n  b  eschreiltei: .  ne!  eher  einen  ge- 
.011  Aussen  berührt  und  durch  zwei 
elbeii  gegebene  Punkte  geht." 


411 


Heue  Formeln  zur  independeaten  Be^ 
stimmiini?  der  Sekanten*  und  Tangren- 

tenkoefflzienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömiich 

zu  Dresden. 


Für  jedes  zwischen -— ö ^  und  +k^    liegende  x  geften   be- 
kanntlieh die  Gleichungen 

'S  B 

tan^r—         j^         ^+      1.2.3.4      ^ 

+  1.13.4.16    ^  +••- 

worin  Bq^  J?2#  i?49  ^6  ^^c*  <li®  sogenannten  Sekantenkoeflizien- 
ten,  Bxi  B^9  ^5  etc.  die  Bernouilischen  Zahlen  bedeuteo..  Setzen 
wir  zu  grösserer  Gleichförmigkeit  der  Bezeichnung 

l)  J^in  —  /  2»  >  öII  /»an— 1  —  /  an— 1 

Qod  nennen     entsprechend    7\,    Tj,     TV     etc.    die    Tangenten- 

11 
koefBzienten ,  so  ist  jetzt  filr  o  «>ar>— s-« 


2)        Eeex=Ta  +  j^x^+Y:^i=^+- 
T,  T,  T„ 

Die  independ«nte  Bestimmung  der  KoerGzienten  7*0,  7",,  T^, 
7*3  elc.  verursacht  bekaontlich  einige  Scbnierigkeiten ,  die  man 
nur    durch    Einführung    imaginärer   GrDssen    umgehen   zu  IcGune» 

flauhte,  wobei  das  Prohlem  zuletzt  auf  die  Enttrickelang  der  faü- 
eren  Differentialquotienten  von 

e» — I 

hinauskam  (m.  s.  u.  A.  den  Artikel  BeTnonllische  Zahlen  in 
den  Supplementen  zum  niathematiüchen  Würterbuche.)-  Es  lösst 
sieb  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grössen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sich  vor  den 
von  Laplace,  Scherk  und  mir  seibat  {in  meiner  Differenz!  alrecli- 
nung)  mitgetfaeitten  durch  grössere  Einracbheit  auszeicboen. 

L  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  EoelSzient  T^n  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth ,  welchen  der  (2n)te  Oifferenzial- 
quotienti  von  secx  für  3;=0  erhält,  also  nach  Cauchy's  £s- 
Zeichnung 

4)  7'aM=(£P"seca:)(o) . 

Um  diesen  zu  entwickelD bemerken  wir,  dass  für  s'^x^—  a 
die  Gleichungen 


— Bin'Ä 


.    .  »    ■  a    .  1-3   ■  ,    .        .  1.3.5„.(2n-l)  . 


Denkt  man  sich   im  zweiten  TheUe  für  siuc  die  bekannte  Rtihe 
^  — g-:z> -t- etc.  gesetzt  und  die   Potenzirangen   ausgefQbrt,    so 
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wurde  eine  Reihe  zum  Vorschein,  kommen,  welche  mit  der 
(2n-f'2)ten  Pptenz  von  x  anfinge  und  Oberhaupt  von  der  Form 
wäre 

£o^2»+a  +  JKi2r2«+4  +  K^x^^^\ 

wobei  es  auf  die  AVerthe  von  K^^  K^,  etc.  nicht  weiter  anlcomnit. 
Wenn  die  nunmehrige  Gleichung 

2  mu'x  +  ^Bin*x  +....+    2.4.6. .. (2n)  "  *'"   "^ 
+  KoX^+^  +  E^^+*  +  K^x^+« + .... 

(2n)raal  differenzirt  und  nach  geschehener  Differenziation  :r=0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  Theil,  und  da  links  7^2» 
zum  Vorschein  kommt,  so  ist  jetzt 

5)     T^n  =  l  (P^8\n^x)io)  +  ^  (D^sm^x)io)  +  ... 

.  1.3.5... (2n — 1),-^«    .  o    . 

Zur  Ausfuhrung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 
die  bekannie  für  jedes  ganze  positive  k  geltende  Formel 

6)    8inHa?= -^äszil  ^  (2A)i— (2A;)ifc^iCos2a?+(2^)*-2Cos4ar— .... J 

'A     welcher  die    bekannte  Bezeichnungs weise   der  Binomialkoeffi- 
^ienten 


m(m—l)(m — 2) ....  (m — t— 1) 

^v^^ewendet  worden  ist.    Man  hat  nun  bekaiintii(.*h 

D^^cosfix =( — l)«|x*«cosfta: , 
^^1  glich 

(Z)2ncOSfW;)(o)  =  (  — l)«fA2n  ^ 

"^.mthin  durch  (2n)malige  Differenziation  der  Gleichung  6)  för  x=0 

=  ^1  M2^)*-i2^+(2^')*-«4a»-.(2Ä)it-36*"+....] . 

Wendet  man  diess  auf  die  Gleichung  5)  für  k=l,  2,  3,....n 
\,  so  ist  durch  nachherige  Multiplication  mit  ( — l)"-f  ^ 

Thcil  XVI.  %»> 


(-tr*-'T^=l-^l%,-^ 


■■•'■1 

+  OT-^.[6..2»-6..4'-+M-l 


.±(2n)„(2n)'-] 
nicht  benutzen,  weil  ibre  Het- 


I 


Für  n=0  darf  man  diese  Fl , 

leitung  vorausaetzt,  dass  wenigstens  eine  Diffetenziation  geroacbt 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  für  x=^0  unmittelbar  Ta=li 
uud  nun  hat  man  weiter  T,,  T^.  To  etc.  nach  der  obigen  F«- 
mel;  z.  ß.  fKt  n^3 

=:16-!S0  +  '225=61. 
II.     Eine  ganz  ühnliche  Rechnuni;  dient  zur ,  Bestimmung  von 

8)  7'a*-i  =  (0*'-»tana:)i.>|  . 

1 


Man  bat  nämlich  zunächst  für    qn^x^ — 5- 


wobei    wiederum'  die  Reibe 
nSmIicb     f 


Th^le  zerlegt  werden  müge, 


'^+in8)n*;r  +  ...+ 


"^2.4' 


1.3...  (2n— 3)   , 
24...{2it— a)'' 


-— '8in*'+i;E  +  .., 


Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  fflr  sina:  seinen  Werth  gesetzt, 
so  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (2R+l)teii  Poteox  von 
X  anfängt,  und  daher  ist  auch 


I 

wobei  es  anf  die  Werthe  der  mit  K  bezeichneten  KoefBzieotea 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2n — l)malig6  Differenziation  und 
NollifiziTung  von  ^  wird  jetzt,  da  der  zweite  TheH  verschwindet, 

9)7V-»=(Z>««-»«iiu:)(o)  ■{■\{D^HvD^x)w  +  |j(ß»"-'aln«a:)(o) 
Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel 


sin**-*a:  =  22fc=ä  [(2Ä:— l)jfc-.isinar— (24— l)*-8sin3a:+  ...]* 
woraus  man,  unter  Rucksicht  auf  die  Gleichungen 

!>*«— ^sinfAa:= (— l)"+*ft*«-^osf*a;, 

leicht  die  folgende  ableitet: 

(/>aii-is|n2fr-iar)(o) 

Aenzufolge  geht  die  Forme!  9)  in  die  nachstehende  über: 


+    •    • 


it'SJ)  •  äia  [(2«-l).-,.l«-»-(2n-rl)-,.3«-» 

+ ....  ±  (2«— l^.(2n  - 1)*«-»] , 

ilche  der  unter  Nro.  7)  Terzeichneten  vullig  analog  gebildet  ist; 
kn  erhält  ans  ihr  für  n=l,  2,  3,  4  etc. 

I 

I\=l,    ^8=2,  T5=^18,  IV=272,.... 

]^^«raus  lassen  sich  auch  rückwärts  die  Bemouilischen  Zahlen  ab 
'^Iten,  wenn  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  I)  die  Form  * 


B..-,  =  5 

g}ebt;  so  Godet  eicb  ohoe  Mfll 


■!ns=|v. 


Hl.    um  entllicli  eine  Formel  zn  erhalten,   welche  Tj«  m 
T^n-i  zugleich  angiebt,  benierkea  wir,  doss  die  Gleichung 

H  secx  +  tao^  ~  tan  ( ^  n-f-  „-  x)  ^^H 


=  n  +  T  ^+r'i^'  +  1 


5;c-+.... 


statt  findet, 
11) 


imnach  Rlr  ein  ganzes  positives  f 
rm=l/>™täo(jÄ+2-3-)l(o) 


sein  muss.    Man  hat  nun  weiter  für  ,r< 


1 


tan(7-fl:-|-^x)  ^t = — 

^4      '2     '         1— -sinx 

=cosar  -(■  sin^ccos^  +sio*a:co&a:  + ....  +  sin^arcosr 
+  sin'"+*j:Cosa:+sin"'+%cosa:  + , 

oder,  (venn  man  in  dem  zweiten  Thcile  der  Reihe  fiir  sinx  a 
cosx  die  gleich  i;eltenden  Potenzen  reihen  setzt: 

tan(jff+3-«)  * 

=  cosx  +  sJii;rcos:):  -{-sin^^i^cosx-l- ...  +  sin"*a;cos:r 

wobei  es  Dicht  anf  die  Werthe  der  mit  H  bezeichoeten  Koel 
zienten  aakomnit.  Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmalige  Difnc 
ziation  und  nachher  fflr  a:=0  wegen  Piro,  11) 

7'«  =  (/>"cosa:)io)+(/>'"8iifcrcosa;)to)  +  {Z>"siii»arco&t)(a,+.... 

+  (/J^sin^xcosarJto)  - 

Man  bat  aber 
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DsiD^+^or  =  (k+l)a\n^xcoax , 

>lglich  durch  mmalige  Differenziatioo 

/>"H-  *sin*+ia: = (Ä:+l)Z)"»(sin*jpcosa:) 

»der  umgekehrt 

1 

oad  mithin  durch  AnvFendung  auf  das  Frühere 

12)       Tm  =j-  (Z>»»+isini)(o5  +  ^(/>«'+isin«a;)(o)  + 


+  m+I  (^D^*sin«+iar)(o) ; 


md  hier  lassen  sich  sSmmtliche  DifferenzialquotieDten  der  Sinus- 
^tenzen  auf  dieselbe  Weise  wie  früher  entwickeln.  Geht  man 
Qf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  ein»  so  findet 
Clan  für  m=:2n: 

+    .    .    . 

+  ..!.±(2n+l)o(2ii+1)a»+i]; 
md  entsprechend  (är  fn=2n — i: 

U)  (-Dn+iy^»., = i  .1  [2;.2«-3 

/ 

+  J  •^[V2»"-6i-4*'+6o.6»-] 

+ 

+  ^  •  2^-1  [^2«)«-i.'-J^-(2«)-.4«*+... 

dbCän^-Ca«)«»]. 

Nach  der  aweiten  ▼od  diesen  Formeln  ist  z.  B.  fär  n=3: 


3  [4.26—4«] 


I 


=  16—120+120=16. 

Die  letzten  beiden  Formeln  fSr  T^n  und  T'm-i  schemen^ie  vin-  | 
facfasten  zu  seia,  welche  zur  independenteii  Bestimniun^  über- 
haupt dienen  können.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Sekanten- 
und  Taiigentenkoerßxienten  wird  man  übrigens  unter  Anwendung  il 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  ir^ena  | 
einer  iiidep enden tcii  Formel;  unter  den  zahlreichen  reknrsiven 
Beziehungen ,  nelcfie  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kaon, 
scheint  die  tblgeode 


15) 


moT™-mt7'™-a  +  oi47'„_4-mo7',„, 


ivelche  gleichfürmig  für  gerade  und  ungerade  m  gilt,  die  einfacb' 
ste  und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  nocb  die 
folgende  von  Ititerebse: 

16)    27'm+i=mo7'o7'm  +  m,7',r™_,+may'ar„-a  +  ..., 

in  welcher  einige  Aehnlicbkcit  mit  dem  Binomialtheoreme  lie;rt. 
Von  beiden  Rekursione  form  ein  ist  übrigens  der  Beweis  so  leicht, 
dass  ich  ihn  füglich  übergehen   kann. 
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I  * 


^ÜTeber  die  sich  unendlich  Terf^Sssern- 
den  und  die  sich  unendlich  reriilei' 

nemden  Curren. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  6.  H.  Swellengrebel 

KU  Utroclit« 


Ist  ons  der  Grad  n  und  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
schen Carve  f(x,y)=0  völlig  anbekannt,  so  ist  uns  auch  unbe- 
kannt, welche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  pmalige 
VergrOsserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  —  wenn  wir  den  Cooirdinaten-Ursprung  als  im  Ver- 
gr5sserungs- Centrum  liegend  uns  denken,  d.  b.  in  demjenigen 
unkte',  wovon  die  Vergrösserung  ausgebt ,  und  der  daher  bei  der 
Vergrosserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  —  die  resultirenden  Cur- 
ven  respective  durch  die  Gleichungen 

/'0,j)=Ound  f(px,  py)=0 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  jp= 00,  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Primiti- 
ven auf  cfie  Form  der  Resultirenden  Einfluss  hat,  diese  aber  vom 
Sanzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängig  ist,  so  dass  man, 
ie  Primitive  f(Xyy):=iO  möge  uns  übrigens  völlig  unbekannt  sein» 
doch  schon  die  Form  der  resultirenden  Curven 

/•(Oar,  0^)=0  und  fi<x>x,  ooy)=0 
vorhersagen  kann. 


Betraohlen  nir  erstens  die  UDeadlicIie  Verkleinerang:  Es  rM 
ducirt  sich  al^^dann  der  ganze  vom  CoordiiiateDurspruug  endltcV 
entfernte  Tbeil  der  Primitiven  beim  Uebergaiig  zur  analogen 
Corve  auf  diesen  Ursprungpunkt  selbst,  sodass  nur  noch  die  unend- 
lich entfernten,  d.  h..  die  asyrapto tischen  Zweige  der  Primitiven 
zu  betrachten  tibri^  bleiben.  Wäre  nun  die  Primitive  f{x,y)=.Q 
eine  gewisse  Gerade  ax-\-biß-\-\^=Q,  so  würde  sich  für  die  CurTc- 
fi'^x,  otj)=^0  die  Gerade  ajc  +  6^  =  0,  d.  h.  eine  durch  den 
Coordinaten  -  Ursprung  gebende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergehen.  Es  wird  daher  auch  allgemein ,  bei  der  unendlichen 
Verkleinerung  einer  beliebigen  Primitive  f(x.i/)=0,  jede  ihrer 
Asymptoten  in  eine  den  Coordinafen- Ursprung  in  nämlicher  Rich- 
tung durchgehende  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Carve  eines  gewissen  Grades  n  im  Allgcjiieinen  n  reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweige  hat,  welche  sich  uoendlicb 
zu  ihren  Asyroptolen  annähern  und  hei  der  unendlichen  Verklel- 
n«ung  noch  inniger  niit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die* 
Ren  verwechselt  werden  dürfen ,  so  ergiebt  sich ,  dass  die  aus  dgr 
Primitiven  f„{x,y}=0  entstehende  Cu^ve^(oK^,  coy)=0  im  AU- J 

fBmeineu    eine   neue  Curve  wten  Grades  ist,    welche   jedoch  i' 
pecialitüt  besitzt,    dass  sie    aus  einem    durch  den  Coordinale. 
Ursprung  gehenden  Strahl enbäschel  von  n,    den  Asyaiploten  dd  I 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht.  " 

Das   nämliche  ergiebt  sich   aus  der  Betrachtung,    dassjedel 
Curve    nten  Grades     (siehe  Plücker    in    seiner    Theorie    i' 
algehraiscbeo   Cnrven)  betrachtet  werden  kann  als 


aia;+6,y+l=0.     a2ar+Äi5+l=0  etc 

die  n  reellen  oder    imaginären  Asypiptoten  der  /a(x,y)=0  bedeu- 
ten.   Durch  ;;malige  Verkleinerung  erbalten   wir  die  Curve 

f„(px  ,py)=[a,px  +  bipy-\-i.)  —  (anpx+b„py+iy]  +  F\px,pg)= 

d.  h.  die  Curve 

[(0,3.+*,^  +  ^) («„:r+6„s  +  i)]  +4„^|*'y)^0, 

welche  sich  durch  die  Annahme  p—oa  auf  die  Curve 

d.  h.  auf  den  oben    erwähnten  Ktriilil^'nbüst'hel  rediicirt. 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  speciellen  Fall,  dass  diePri- 
itive  ein  Kegelschnitt  sei:  In  diesem  Fall  kühnen  wir,  da  alle 
symptoten  einander  in  einem  gemeinschaftlichen  Pnnkte  durch- 
:hneiden,  die  unendliche  Verkleinerung  auch,  wenn  wir  das 
erkleinerungs- Centrum  in  diesen  Durchschnittspunkt  der  Asym- 
löten  verlegen ,  als  ein  unendliches  Annähern  der  Cutve  zu  ihren 
symptoten    betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  Primitive 

it  der  Analogen 

(ar+cy)(a;+c%)=0 

irch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
it  die  Asymptoten  zu  ihren  Situations-Azen  habenden  Affinität 

•#  1 

x'  +  cy=-(ar+cf/), 

x*-\rdy*=--(a:  +  dy) 

n  Limitfall  ^»=00,  ^=00  hervorgeht.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
Schern  gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben,  dass  die  allgemeine 
rleichung  zweiten  Grades 


1  I 


ei  einem  gewissen  Zusammenhang  zwischen  den  Coefficienten 
\BCDEF  sich  auf  ein  System  zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
ass  man  näher  die  Möglichkeit  solch  einer  Formveräoderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
rhält  map,  dünkt  mich,  wenn  man  zugleich  angibt,  was  denn 
[gentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide,  und  wenn 
tan  ihn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
erkleinernd  oder  aber  ranendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
ütuations-Axen  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
enkt, 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrusserung  einer  be- 
ebigen  algebraischen  Curve  /„(a:,y)=0.  Bei  dieser  Veränderung 
at  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Ver- 
rüsserungs-Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
ei:  analogen  Figur  Einfluss,  da  der  ganze  übrige  Theil  der  Pri- 
litiven  beim  Uebergang  zur  Analogen  sich  in's  Unendliche  ver- 
ert  und  daher,  weil  nur  von  algeorai sehen  Curven  die  Rede 
^ar,    nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,    da   sonst  die 


analoge  Fignr  eich  ja  uneodlicket  Entfemirog  vom  CoDidnaten- 
Vtg-pTung  um  diesen  «rinden  und  daher  eu  den  Iranscendenten 
Curven  gerechiivt  ireritea  müsste.    Es  wird  nun  Iki  der  PriniliTeii 

....  +  Fx+Gff  +  H=0 

leinen  //^O  sein,    d.  h.    es  wird  Im  Allgemeinea  der 
Coordinaten -Urgpiuni;  und    daher  auch  da»  VergrüsseruDeE-Cen- 
trnm  sich  nicht  auf  aer  Curve,    sondern    irgendwo   aueserbaib  ihi 
befinden,  ßodnsB  bei  der  unendlichen  Vergrriasening  im  Allgemei- 
nen die   ganze  Primitive  f(j^,v)  =  0  sich  unendlich  tou»  Cootdina- 
ten-Ursuning  enllernl,    und  daher  die  Analoge  f(Ox,  Oi»)=:0  im 
Allgemeinen    eine  Curre  Uten  Grades  wird,    d.  fa.  zur  GlMcfaui^ 
/i=0  sich  reducirt.    In    epeciellen  Fällen  jedoch  kann    ea  sicfi    j 
ereignen,  dass  in  der  Gleicbui^  fa.(x,y)  =  Q  der  CoelYicient  //den    I 
Werth   0  hätte,    so  dass  die  Primitive  das  Ver^rüssenrngs-Cen-    I 
trum  durchstrich,  und  zwar  in  einer  Richtung,  deren  WinW  mil    | 

der  Richtung  der  Coordinaten-Ase  y^O  durch  arc.tg,( — y;)  m- 
eedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbaren  ?ii[lie 
des  VergrSdHcrun^s-Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven,  hei 
der  uoondlicbeu  V ersrüsserune  sieb,  mit  Beibehaltung  ihrer ßich- 
tuPgi  ZU  einer  Ueraaen  ausd^ueO]  sodass  die  analoge  i^(0,x,(^] 
=0  —  wenn  wir  wiederum  ihre  uaendlich  entrernten  WiDdaugen 
ansser  Betrachtung  lassen  —  sich  zu  der  Geraden  ^''ar-fGy— 0 
oder'  allgemeiner  zu  der  ihr  parullelen  Geraden  /''jr+ 6'^  l  A'=0're(lu 
cirt-  In  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen,  dass  die 
Primitive  im  Conrdinaten -Ursprung  einen  Üoppelpunkt  oder  über-  ' 
baupt  einen  ofacfaen  Punkt  hätte.  Es  wird  alsdann  die  Analoge 
fi,(Ox ,0if):=O  eine  Curve  ^ten  Grades  sein,  und  swar  eine  aus 
q  Geraden  bestehende,  welche  den  q,  der  Primitiven  im  Coordi- 
nateu'Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  parallel  taufen. 

Es  ist  aber  wohl  *u  beachten,  dass  bisher  immer  nur  von 
algebraischen  Cnrven  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Verkleinerung  oder  Vergrössening  einer 
beliebigen  Curve  fn{s,v)^=0  im  Allgemeinen  immer  ein  System 
von  IE  oder  q  Geraden  liervorbringt,  nicht  geradezu  auf  transcen- 
dente  Curven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen,  statt 
eines  Systemes  von  Geraden,  bisweilen  neue  Curven  hervortre- 
ten. Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmische  Spirale  y^\g.T, 
und  verkleinern  oder  vergrüsseru  wir  sie  unendlicbmal,  so  ergibt 
sich  in  beiden  Fällen  —  nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vergrüsse- 
rungs-Centrnm  im  Centrum  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sieb 
mit  unendlich  vielen  Windungen  in's  Unendliche  erstreckt, 
andererseits  unendliche  Male  nm  das  Vergrossernngs-Centnim 
sich  herumdreht  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert.  Da  nämlich, 
r  Lage   des  Vergrösserunga-Centrums,     die    unendliche 
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leinerung    oder    Vergrösseruog    einer    Primitiven  f(r,q>)^=iO 
»ctive  durch   das  GleichuhgeD- Paar      a^::^^      oder  durch  das 

"~,__        ausgedrückt  wird,    so    ändert  sich  die  Primitive 
;.r  in  die  Curven 

9'  =9=lg.r=:Ig .  (QXr')  =  —  00  +  Ig.r' . 

iiden  Fällen  ist  daher  die  resultirende  Curve  eine  neue  loeä* 
ische  Spirale,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise  ^ 
änden  gedacht  werden  kann »  dass  die  ganze  Primitive  sich " 
lliche  Male  um  den  Coordirtaten-Ursprung  gedreht  hätte,  und 
le  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
Aehnilchkeit,  sondern  auch  —  wegen  der  Bedingung 
P    ;.—     durch    diejenige    der   Aebniichkeit    mit   ähnli- 

Lage  verbunden  ii^t.  Ob  si^  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
I,  hängt  davon  ab,    ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 

der  unendlich  vielen  zur  Vergrösserung  oder  Verkleinerung 
lerlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 
b  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
let;  was,  da  die  Aüzabl  ao  dieser  Umdrehungen  unbestimmt 
inbestimmt  bleiben  muss. 


Auflösung  des  Malfaurschen 
Problems. 


Herrn  H.  Seheifler, 

Hau -Cnnduuleur    bvi    den   Hrrrznglii^li    UrHiinsthwelgUchcn   Ellen bahnnJi 
zu   Braunschweig.  '^ 

I     '•TU 


Ha  ich  die  nachstehende  Auflösung  des  Malfattiscben  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gefunden  habe,  vto  mir  von  einer  bereite 
verüffentlichten  Lösung  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
verrouthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflüsungen  verschieden  und  demnach  die  Publika- 
tion desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  drei  Kreise  beschrieben  werden ,  von  denen  jeder  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berührt. 

Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G  der  gesuchten  Kreise  aut 
den  Ualhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  Winkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  ßillt  von  E  und 
F  die  Perpendikel  EJ,  FK  auf  AB;  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  E  beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  F  beschriebenen 
Kreises  und  EF  tnuss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  eein. 


Nut 
,  b.  c 


seien  zur  Abkürzung 


2a,  Iß,  1y  die  Winket  bei  A,  B,  C; 
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p,  q,  r  die  Linien  AD,  BD,  CD; 

h  die  Länge  der  von  D  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten 
Perpendikel  DL,  DM,  DN,  welche  sämmtlich  dem 
Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 
sind; 

e^  ft  g  die  Län^e  von  den  Fusspunkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C  des  Dreiecks »  also  die  Längen 

AM^^AN,    BN=BL,    CL==CM; 

^»  y*  ^  die  gesuchten  Halbmesser  der  nmlE,  F,  Cr  zu  beschrei- 
*  benden  Kreise. 

Zieht  man   EH  parallel  zu  AB\    so  hat  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFH 

EH=V^EF^^FH^=  V^iEJ+FKf-'iFK'-EJ)^  =2  STeXfR, 
d«  i.  da  man 

EH=JK=iAB-AJ-BK=c—~ r-^« 

tanga      tangp 

hat, 

\ 
t 

(1)  c — ^a«ota— ycatß=:2V^, 

und  symmetrisch  hat  man 

(2)  6— xcoty— arcota=r2V^2:*, 

(3)  a—ycoiß — ^2Coty=2V3|i. 

Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (2)«  (3)  durch  z,  löst 

eine  jede  derselben»  indem  man   —>  ^»   —  wie  drei  Unbekannte 

•*  z      z      z 

behandelt»  für  —  auf»   was  sehr  leicht  ist»  da  jede  Gleichung  in 

z 

Beziehung  zu  dieser  Unbekannten  vom  ersten  6rade  ist»  und 
SGbreibt  zur  Abkürzung 


(4) 


i=V|,    T=^i.^z=^j: 


80  kommt  resp.  aus  (2)»  (3)»  (1) 

(5)  Z«=  g-  (X*cota  +  2X  +  coty) , 


Setzt  man  die  Werthe  von  Z*  aua  Gleichung  (B)  and  (6)  einan- 
der gleich,  muUiplicirt  die  linke  Seite  vur  der  Klammer  mit  — :- 
und  in  der  Klammer  mit  ~-~q>  die  rechte  Seite  vor  der  Klam- 
mer mit  — a  und  in  clerKlanuner  mit  -; —  ,,berüctsichtigtdanD, 
daas  wegen   oi 6  =  fiinSa: sin2^^ sinorcosc: sin^cos^ 


ist,  streicht  also  links  nnd  rechts  die  vor  der  Klammer  stehemi 
den  gleichen  GrDssen,  mulliplicirt  hierauf  heiderseits  mit  Bineeiaß,^ 
addirt  dann  linlis  ein^a— ^sin^a  und  rechts  sin^^— sin^^,  beachte^ 
dass  links  die  heiden  Glieder 


r-  -     —  —         siny       '     '"  siuy 

denselben  Werth  haben,  nie  rechts  die  beiden  Glieder 

cot7coH|3sinp-sin2^, 

dass  dieselben  also  auf  beiden  Seiten  gestrichen  werden  künnen; 
Bo  stellen  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  ab  vollslSndige  Qua- 
drate dar,  und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergibt 

(8)  A:cos((  +  sinß=  rcoa^  +  sinfJ 


Jlcosu —  FcosiJ=sinß— sin« 

und  wenn  man  för  X  und  F  ihre  Wertbe  aus  (4)  wieder  einfährt 
und    mit   V^z  multiplizirt, 

(9)  cosaVi-  co8(JV^(8in|S-sin«)VT. 

Symmetrisch  muss  man  haben 

(10)  cosjS  Vj^ — eo8YVT=(Biny-~8\nß)^rx, 

(11)  coByV^i— •cos«V"a:=Csln(»— siw)  Vy^ 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gleichungen  verschwin- 
•  det  Eine  Unbekannte  und  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  ande- 
ren beiden  folgende  Werthe: 


(12) 


X /siny — sin«  +  cosj?"\ 

y  "~  Vsiny — sinjS+cosa/«  ' 


'  n'W  —  —  /^^"P—  sina-fcosAa 

►  ^    ^  i        Vsin/3 — sin^'-l-coscif/    * 

I 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

leicht  in  folgende  Formen  brineen,    yon  denen  bald  diese,   bald 
jene  einen  bequemeren  Gebrauch  verstattet: 

_  /l+cosa\  /!+ sin/3 V 

« ~"  V     y      y+P/  "^  VTTT      l) 

cos  ^  cos  ^-^-^  l+tang-2 

/l-fcosa\  /l-fsiny\ 

Vl+sina/  Vl+cosy/ * 

/J  Ä+y  «  y    « 

2.  _  ycos^cos^v  ^  xl+tang  ^v 

«^'*"  V     y      y+«/ "~  vTTT      ß) 

cos^oos^  1+tang^ 

(l+cosj5\  /l-|-siny\ 
l+sin|3/  U+cosy/  ' 

Hiernach  stehen  die  gesuchten  drei  Radien  in  folgender  Proportion: 


(17) 


(19)  :t:y::=- 


(l+tansiy     (i+tang:|y     (l+tang|)' 


Konstruiren  laseeu  eich  drei  Lijiien,  ivel<-he  ilpn  ge«ucti- 
(eo  Iladien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  FornielC^); 
berechnen  dagegen  lassen  sie  üich  am  leichtesten  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (^)  zu  einer  geometrischen  Konstruktinn 
geschickt  zu  machen,  schreiben  ivir  dieselbe,  indem  p,  q,  t  die 
obigen  Bedeutungen  haben. 


'■'         p+p„i 


y+^sinfJ  'r  +  rsiny 

_lj±!.'l±f  1+2 

pH  ■?+*■'+*■ 
wenn  /  irf;cnd  eine  beliebige  LSu!;e  bezeicbnet. 


(B) 
Solche  dre 


-mx^Bi'^' 


irelche  den  gesnchten  Radien  .t,  i/,  2  proportional  sind,  lassen  sii 
ungemein  leicht  darstellen.  Man  braucht  nur  auT  dem  Ein< 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkt:ls  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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I 

OP,  OQ,  OR  resp.  =  p+h,  ^+ä,  r+A, 

auf  dem  anderen  Schenkel 

OE,  OF,  OG  resp.  =:  p  +  e,  q+f,  r+g 

EU  machen,  PE,  QF,  RG  zu  ziehen  und  durch  einen  beliebigen 
Punkt  L  des  ersten  Schenkels  (wofür  OLz=z\  wird)  die  Linien 
LX,  LT,  LZ  resp.  parallel  PE,  QF,  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OJT,  OY,  OZ  die  verlangte  Eigenschaft, 
indem  man  hat 

x:y:z—OX\OYiOZ. 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OXy  OY,  OZ  drei  sich 
gegenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB*0,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist.  Zieht  man  dann,  wenn  E\  F',  G'  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A  und  F*  die 
Linie  AF  und  durch  A  und  G*  diö  Linie  AG},  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  des  dritten  Kreises  liefert  eine  durch  G  mit  G^E* 
parallel  gezogene  Linie  GE, 

Ausdrücke  fär  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 

w 
Radien    erhält  man ,     indem  man  die  Werthe  von  Xz=z—     und 

z 

F=2?    aus  Gleichung   (16)    und  (17)  in  Gleichung  (7)  substitüirt. 

Da  hierin  Z=:\  -  ist;  so  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 
tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln : 

.    a    ,    ß         y         a-\rY       ß+y 
am  75"  sin  V  cos -s"  cos  ~ö~  c<>s  "o" 

(23)        x=2cV"2:— ^ ? ^ 


a+ß 
cos^cos  -o- 


and  symmetrisch 


.    €c    ,    y         ß         a+ß        ß+y 
^  sm  ö"S>»  9"  cos  V  cos  —3-  cos  -^ 

(24)      y=26V"2 .  — ^ ^^ 


cospcos  -3-^ 


Theil  XVI.  1^ 


Diese  letzteren  AusdrQcke  ei"iien  eich   besonders    tat  aAjßt 
mellschen  Berechnung  der  gesucbteo  GrDssen.  ' 


des  zweiten  Orades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.   J.  Dienger 

an  der  putjitecboiBcliea  Schole  zu  Carlsrahe. 


der  Betrachtung  der  Flachen  zweiten  Grades  zu  Grunde  zn  legn 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  ahzuleiteo  uDd-<i> 
zu  hetrachten.  £a  ist  jedoch  zwecknigssiger ,  zunächst  die  ^B' 
schiedencn  Arten  derselben  gesondert  zu  untersuchen  und  (^ 
nachher  die  obige  allgemeine  Gleichung  weiter  zu  verfolgep.  . 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  her?or^enifH 
werden ,  wenn  man  sie  durch  Bewegung  von  Kurven  zweiter  M' 
nung  entstehen  läest.  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  diese  EnL'lt' 
hungsweise  der  Flüchen  zweiten  Grades  allgemein  bekannl  is*! 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufführen.  Kugel-,  Kegcinni 
Zylinderüäcbe  übergebe  \cV  a,Tu  äeia  ui^^V^tteo.  ^uode. 
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I 


» 


Da^  Eilipsoid. 

MftD  denke  sich  in  der  Ebene  xz  (icb  nehme  iOf^x  auf  einander 
ikrechte  Koordinatenebenen  an)  eine  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt 
\  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten»  deren  eine  Axe,  2a»  mit 
r  Axe  der  x^  aeren  andere»  Se^  mit  der  Axe  der  z  zusammen- 
It;  ferner  in  der  Ebene  der  yx  eine  ähnliche  Ellipse»  deren  Mit- 
punkt abermals  mit  dem  Anfangspunkt»  deren  Axe  26  hiit  der 
jb  der  y»  dereu  andere  Axe  2e  mit  der  Axe  der  %  zusamiften- 
It;  Parallel  der  Ebene  der  xy  lasse  man  nun  eine  veränderliche 
lipse  sich  so  bewegen»  dass  die  Endpunkte  ihrer  beiden  Haupt« 
sn  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden.  Man 
rlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Denken  wir.  uns  die  bewegliche  Ellipse/  deren  Hauptaxen 
ner  in  den  Ebenen  der  xz  und  yiy  parallel  den  Axeo  der  x 
\yi  sich  befinden,  iu  der  Entfernung  h  von  der  Ebene  dexxy, 
werden  Ihre  Halbaxen  sein: 

a)     parallel  der  Axe  der  ^,    da  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  a:z  ist  t 

x^      z^ 
rl  _|_  I 1 


gleich 


•V'-S- 


/ 

b)    parallel  der  Axe  der  y,  da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  yz  ist 

^a+^2— ^^ 


gletch     6V^l-5- 


i  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse  in  der  angeführten  Lage 
d  folglich 

— -+       /    i^JEV=l>     *=Ä?. 


^•^  K-S) 


ninirt  man  ä,  so  erhält  man  al«  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 
3  Fläche  der  Ellipse  in  dieser  Lage  ist 


Vh" 


»6V"c>-S)(>-'^)=»»K'-3) 

Daraus  folgt,  dass  der  lohatt  eines  Scbnitts,   dessen  GrnodfflSche 
diese  Ellipse ,  dessen  Hübe  dh,   gleich: 


no&i 


0-^) 


Sk, 


alstf  das  Stück  des  KOrpers,  das  /wischen  der  Ebene  der  aiy  and 
einem  mit  ihr  parallelen  Schnitt,  dessen  Entfemnng  von  der  Ebene 
der  xg  z  ist,  ist  gleich: 

«oft/     1  l— -äj9A=:nfflft(i  —  T^  ■ 

Setzt  man  i=c,    so  erliUlt  man  den  Inhalt   de«  halben  EUipgoids 

also  der  des  ganzen  Ellipsoids 

in 
=  joic. 

üebrigens  ist  die  Fläche  eine  in  jeder  Weise  begrenzte. 


Das   Hyperboloid 


nem   Fache. 


Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  3:1  eine  (donpeltheilige) 
Hyperbel,  deren  reelle  Ase  2a  mit  der  Axe  der  x,  ueren  imagi- 
näre 2c  mit  der  Axe  der  s  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  An- 
fangspunkt zusammenfällt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebene 
der  jfi  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2^  mit  der  Axe  der  y, 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Äxe  der  i  ausanimenfSllt ,  wenn  der 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspankt  der  Koordinaten  ist.  Man 
sieht  nun  leictit,  dass  vier  Hj^ßfbel lärme  über,  vier  unter  der 
Ebene  der  xy  sich  befinden.  Nun  lasse  man  eine  Ellipse,  paral- 
lel der  Ebene  der  st/  sieb  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer 
Hauptaxen  immer  auf  den  Hyperbelarmen  sich  befinden.  Man 
fragt  nach    der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  GleicbuDg  der  ersten  Hyperbel  ist: 


die  der  zweiten: 


433 


,%        s« 


Denken  wir  uns  nun  die  bewegiiche  Ellipse  in  der  Entfernung  h 
▼OD  der  Ebene  der  xy,  so  sind  ihre  Axen: 


a)    parallel  der  Axe  der  x : 


V 


b)    parallel  der  Axe  der  y: 


Pemnach  sind  die  Gleichungen  j der  Ellipse: 


ai 


9  «2 


+  — J  i^  =  i.  «~Ä. 


o« 


040  K^~ 


woraus  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Seifen  hin  ins  Unendliche^  be- 
steht aber  aus  einem  zusammenhängenden  Stücke. 

Der  Inhalt  des  Raumes ,  innerhalb  der  vier  Hyperbelarme, 
r.  und  zwischen  der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Entfernung  z 
~'~it  ihr  parallelen  Schnitte  ist: 

le  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten«  deren  Gleichungen: 

ßir  die  erste         ar=db— «»       3f=0; 

c 

b 
fÖr  die  zweite       y=    ~«,      ar=0. 

rLfisst  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse«  genau  wie  so  eben« 
:'sich  auf  den  Asymptotenarmen  bewesen«  so  findet  man  als  Glei- 
.^cbung  des  entstehenden  Asymptotenkegels: 


a;*      V*      »*     ^ 
-1  -4-  sL,^^ — 0 


Der  Inhalt  des  Stücks   iwiscben   der  Spitze  und  eiaeni   mit  der 
Ebeoe  der  xy ,  in  der  EntremuDg  '  parallelen  Schnitte  iüt: 


,  nab  /     --5  SA  ^=  aab  — 


80  daüs  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  liegendeKörperstück: 

ist.  a 

Uas  Hyperboloid  mit    zwei  Fächern. 

Denken  tvir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Hyperbel,  derm 
reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  %,  deren  imaginäre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  x  und  deren  Mittelnunkt  mit  dem  Anfangspnnt^ 
zusammenfallt;  ferner  eine  zvFeite  Hyiterbcl  in  der  Ebene  der  yi, 
deren  reelle  Axe  2c  wieder  mit  der  Axe  der  s ,  deren  imaginärs 
2^  mit  der  Axe  der  y  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Aniangi* 
punkt  zusammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sotrohl  untcTi^ 
als  über  der  Ebene  der  xy)  sich  parallel  der  Ebene  der  ;r^  af' 
bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  flauplaxeii  bestäodia  aut  dw 
vier  Hyperbel  armen  seien.  Man  verlangt  die  Gleichung  der  erzeug- 
ten Fläche. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  x%  isl 


der  in  der  Ebene  der  yt: 


€•  P       '■ 


> 


Sei    nun   die    bewegliche  Ellipse   in    der   Entfernung   h  von  der 
Ebene  der  xy ,    so  sind  ihre  Hauptaxen: 

a)  [Rirallel  der  Axe  der  x'. 

b)  parallel  der  Ase  der  y: 

Also  sind   die  Gleichungen  der  Lcweglicben  Ellipse: 
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woraus  oun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt: 

Diese  Fläche  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stücken,  deren  Entfernung,  Scheitel  von  Scheitel,  gleich 
2c  ist.  Das  Korperstfick  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der  Ebene 
der  xy  in  der  Entfernung  z  parallelen  Schnitte  ist: 


""*/*'  (^  -l)  3A  =  «a6  (l^a  -  «  +  j) 


j;>c. 


Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels  ist,    wie  oben: 

£.  +  2L_^? 0 

«a+^a      et— "• 

Das   Stück   desselben,    vom   Anfangspunkt  bis   zu    dem    obigen 
Schnitte  ist: 


nao 


o 

«o  dass  das  zwischen  Kegel  und  H3rperboloid  befindliche  Stück: 
ist. 


Das  elliptische  Paraboloid 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz   eine  Parabel,    deren 
Hauptaxe  mit  der  Axe  der  %,    deren  Scheitel  mit  dem  Anfangs- 

punkt  zusammenfällt,  und  deren  Parameter  — «ist;    femer  eine 

c 

zweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 
die  in  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Hauptaxe  mit 

der  Axe  der  %  zusammenfallt  und  ihr  Parameter  —    ist.  Je  nach- 

c 

dem,    ob    c  positiv  oder  negativ  ist,    werden  vier  Parabelarme 

über  oder  unter  der  Ebene  der  xy  sich  befinden.    Man  lasse  nun 

eine  Ellipse,  wie  Im  Früheren,    sich  parallel  der  Ebene  der  xy 

bewogen,   so  dass  die  Enden  ihrer  Hauptaxen  auf  den  vier  Pa- 


Welches  Ist  die  (ileichung  der  entste- 

Die  Gleicliung  «1er  ersten  Parabel  int  3:^:=  — z,    der  ztreitea 

y'  =  —  a.  Daraus  folgt,  dass,  weno  die  bewegikhe  Ellipse  in  der 
Entfernuug  A  von  der  Ebene  der  xy  ist,  die  Äsen  derselben 
o  V   ~     wd    *V  ""  *'*'"  werden,  bo  dass  ihre  Gleichungen 


sind,  n'oraas  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fl3cbe   folgt: 

a»  ^  *a  ~  c 

Diese  Fläche  liegt  gans  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  jf^;  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ihc  Scheitel.  Znischen  dem 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  xy  in  der  Eutfeinong  * 
parallel  gelegten  Schnitte  ist  das  Kurperstück 


Je  c 


Diese  FlächenrSume  wachsen  also  mit  dern  Quadrat  der  Ordinate 
I.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel  and  densel- 
ben Schnitt  zur  Grundfläche  hätte,    iväre: 


80  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  mehr  ist. 


Da 


hyperbolische  Paraboloid. 


Denken    wir'uns  ia  der  Ebene  der  ^i  eine  Parabel  vom  Pa- 

rameter    —  ,   deren  Hauptase  auf  der  Axe  der  1  Hegt,  und  deren 

Scheitel  in    den  Anfangspunkt  lallt;    sodann  eine  zweite  Parabel 

vom  Parameter — ,    deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  Ase 

der  I,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yz  sich  befindet,  wah- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  »usammenläUt.  Es  ist 
VIsr,    dass   jetzt    zwei   Parabelarnie  nach  «beu,    zivei  nach  unteD 
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then.  Man  lasse  nun  zwei  Hyperbelo  von  der  Ebene  der  x^  aus^ 
irallel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  dass  die  Scneitel 
rer  reellen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden ,  wäh- 
nd  die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  dereinen 
»ich  der  imaginären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit 
•stehen  von  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  Gleichung  der 
itstehenden  Fläche? 

Es  ist  klar,  dass  ein^  Hyperbel  sich  nach  oben,    die  andere 
ich  unten  bewegt.    Wif   müssen  nun  zwei  Fälle   unterscheiden. 

1)  Sei  c  positiv.    Alsdann    ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

bei   a;*=s — z,  der  untern  iy^= ».    In    der   Entfernung  h 

c  c 

t  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel  a\  —  i    in   der    Entfer- 

mg  — A  ist  die  reelle  Axe  der  untern  k\  — •  Demnach  sind 
e  Gleichungen  der  obern  Hyperbel: 

c  c 

3r  unteren: 

■ä~ Ä=^'  2=— A. 

26«-      2a«- 
c  c 

I  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche: 

^_2«_/22 
a«       b^'^  c  " 

2)  8ei  c  negativa    Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

26«  2a« 

ibel  ^«2=- »,    der  untern  a:«=— 7  i.    Die  reelle  Axe  der 

bern  Hyperbel  in  der  Entfernung  A  ist  6Y ,    der    andern 

I  der  Entfernung  —  A:  aV  —  —;  also  die  Gleichungen  der  obern 
lyperbel : 

y«  a:«         ,       _, 

c  c 

er  untern: 


tvuraiM  wieder  als  Gleichong  der  Fläcbe: 


I 


a»      *•—  c  " 

In  jedem  Falle  sieht  man,  Tiesfeht  die  FISche  aus  vier  Tbeilen, 
die  sich  ins  Unendliche  ergtrecken.  Diese  vier  Tfaeile,  Bteheo 
Rieb  gewissermaBseD  im  Kreuz  entgegen,  l>a  fitt  den  Fall  A^ 
die  obere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  eich   in  die  Linien 

«=±|s.   '=« 

verwandeln,  so  vereinigen  sich  die  vier  Stücke  in  diesen  zw« 
Linien,  die  nichte  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  Hy- 
petbel 


Weitere  Untersoc  bangen  dieser  Fläche  liegen  Für  den  Augen- 
blick ausser  unserer  Bi-traübtung. 
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lJe]ber  üamberts  l^atz  Ton  der  Qua- 
dratur parabolischer  Siectoren« 

Von  ■■    . 

dem  Herausgeber. 


Das  schöne  Theorem  vod  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sectoren  ist  in  der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht ,  da  seine  geo- 
metrische Eleganz  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen ,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bürgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fall  ist. 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  Insignio- 
res  orbitae  cometarum  proprietates.  Aug.  Vindelic. 
1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  III.  S.  257.  In  der  Theoria  motus 
coTporttm  coelestium.  p.  119.  hat  jedoch  Gauss  nachge* 
Mes^,  dass  die  erste  Erfindung  dieses  schonen  Satzes  eigent- 
lich Euler  gebührt  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
habe  ich  für  denselben  einen  Beweis  in  Urelle^s  Journal  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik.  ThL  XVI.  S.  21. 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  anä- 
mischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefügt.  Indem  ich  aus  zufälliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme ,  will  ich  im  Folgenden  einen 
Beweis  des    in  Rede  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben. 


I 

I 


der  zv/gj  auf  einer  einfacheD  UetrachtuHg  mit  Hälfe  der  Integral- 
recbnuDg  beruhet,  sonät  aber  sich  bloss  elemeatarer  analytisch- 
trigonometrischer  Rechnungen  und  einiger  keiner  Scbwieiiglceil 
unferliegendeu  arithmetischen  Transformationen  bedient.  Uebri- 
geris  wurde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  Integral- 
rechnung mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Parabel  ganz  zn 
umsehen,  und  dann  nürde  der  Aufnabtne  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  bul>stituirung  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung (ÜT  die  im  Folgenden  angewandten  wenigen  Integral- 
forineln.  — die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind,  — kann  ich 
aber  hier  liigtich  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Die   allgemeine  Polargleichung  der  Parabel  ist  bekanntUcb 


_  P  


icoa^tp' 


wo  der  VVinfeel  qj  von  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iberm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der- 
selben Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  fvelcber  die  pc- 
eitiven  Ordinateo  genoramen  werden,  von  0  bis  360**  graSolI 
wird;  also  ist 


and  folglich 


S'icoBä'P*  cos  ^9* 

Bezeichnen  wir  aber,  iudera  wir 

annehmen,    den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
punkte der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vectoi 

j-p  und  dem  Radius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

iS,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung 


4/'- 


also  nach   dem  Obigen 
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m  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekannten  tntegralformel 

/9   "2'''  1/1        .        2\.l 

-T— =  J  V-T— +  — T— >'»  2  9» 

o    cosö"?»  cos  2  9»        cosjV 


1er 


1 

^            j        l+2co«29* 
=  g  tang  j  g) . j- 

2 


cos  o"  9>* 


Iso  ist  Dach   dein  Obigen 

1 


«  1        l  +  2cos2<)p2 

S=jg  tang^g)-  j • 

cos  ö"  g)* 


an 

ist  aber 

» 

♦ 

1 

m«—   P 

80 

.   1 

sin  2 

9>a=l 

/» Ar — p 

4r  ~     Ar 

4 

folglich. 

weit 

- 

- 

1 

2 

g)<90»    i 

*•  t 


;,  also  81059    und    cos 5- 9  positiv  sind: 

.    i  V"4r— ü  1  Vp 


tangg 
Fertiei  findet  man  [eicht: 


1 


2^  _2&r-tp) 


cos  5-  qs' 

Folglich  ist  Dach  dem  Obigen 

S=  5j  Vp-  (2r  +;j)  V  4]—^. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  den  zwischen  den  beiden 
Vectoren  r  und  r'  enthaltenen  Sector  der  Parabel  durch  0,  and 
nehmen  in  dem  Falle,  wo  r  und  r'  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  an,  dass  r'  gruaser  als  r  sei,  so  UE 

&=.jiVp.\&r-+p)y/'4?^^p  T(2r+p)V4T-j,i, 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeiefa« 
nimmt,  jenachdeni  die  Vectoren  r  und  r'  auf  einer  und  derselbe» 
Seite,  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

Die  von  den  Vectoren  r  und  r'  mit  der  Axe  der  Par;il)el  ein- 
1    auf  beliannte  Weise  genommeuen  Winkel  be- 
durch  ip  und  ^',    ho  dass  also 


ist,  und  den  von  den  beiden  Vectoren  r  und  r'  mit  einander  ein- 
geschlossenen, nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winltel 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  Q  bezeichnen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectoren  r,  r" 
auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  lie^n,  und 
nehmen  grösserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  diese  Vectoren 
beide  aul    der  positiven  Seite   der  Axe    der,  Parabel    liegen   und 


r'>r  sei,  so  sind   offenbar  cos 
sJbu  nach  dem  Obigen 

j»  2cosä-9> 


beide  positiv, 


m 


1  ' 


1  1 

Vp  =  2cos^  9 .  Vr ,      Vp  =  2co8  ^  q>'*  Vr' ;  ' 

ch 

Ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


ch 


9'=9  +  6,    9)=9)'.^d; 


•  * 


cos  2<P  •  V»'=cos2  (9)+d).  Vr', 
I 

cos  s  fp'.yr^  =  cos  2  (9>'^ö).  Vr ; 


yy  COS2(9>+Ö)  j  I  j 

_.==  -j =cos2d-sin2mapg^g), 

COS  59 
1 

—  = j— r-  ^cos^Ö+sin^ötaog.^?)'; 


tang29= .   1       ,,       ^ 

sin^ö.Vr' 

2         Vr'— cos^fl.Vr 

tang  5  9)^= 1 — ^ '"^  • 

«io^ö.Vr 


Weil  nun 

■ 

^V 

em»?.» 

'                    ,:J^~ 

.^^1 

1  +tang  -.  ?>' 

l+tangj.,» 

ist. 

8»  ist 

,  wie 

man  leicht  ündet: 

„1  .               ''"'"ä»' 

■ 

r+r'-2cos^». 

srj? 

i 

„ 

,.                  r>4fl' 

r  +  r'~2cosr>9. 

\r^ 

also 

nach 

dem 

Obigen 

1 

r  +  r'-2co8|e.  VI 

r? 

Hier 

aus  ff> 

|.t  m 

ittelst  leichter  Rechnung: 

4r(Vr-co82e.Vr')« 
r  +  r'— 2cos^9.  ViV 


r+r'-2cosJfl.  Vi?" 


23-+p=2r- 


r-f  r' — 2cosaö.  Vir^  +  2r'«i 


2r'+p=2r'- 


r  +  r'— 2cos2e.W+  aj-ainlfl" 
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Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  lang  5  q)    und  tang  5  y 
bdde  positiT  sind,  so  sind  nach  dem  Obigen 

Vr  —  cos^O'Vr',     Vr'  — cos^ö.Vr 

respective  • 

negativ  5  positiv; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

1 

2(Vr  — cosöÖ.VrOVr 

Y  r  +  r'— 2cos  g  ö  .  Vrr' 
2(Vr'  —  cos 5  ö .  Vr)VT' 


y  r  +  r'-2cos^d.  V: 


?T 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die   aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

ergiebt  sich 

1        ^ 1  1 

r'(r+r'— 2cos2 ö  .V  rr'  +  2rsin ^ Ö2)(l/r'-co8  ^  ö .Vr)Vr' 

(r+r'~2cos r,  Ö .  VrrOy  r  +  «•'— 2cos  ^  6 .SfrF 

r(r  +  r'— 2cos  ^  Ö .  V^ir^  +  2r'sin  .^  ö*)  ( Vr— cos  ^  6  ,Vr*)Vr 
(r  +  r'  — 2cos2Ö.Viy")Y  r +  r'— 2cos2d.ViT^ 

Der  Zähler  der  Summe  der  beiden  Brüche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  ist 


Theii  XVI.  :^<& 


„l«.V7F)tf(VT'~cmle.V')Vr'  i  I 

1         b 


+  2iT'siti2fl'l(V»^-c'>e.3e.V5)Vr'  +  (Vr-coS20.Vr')Vr| 
.   1 


-i-ar'smsff'fr  +  r'- 


ä»V7?-) 


=  (r+r--2coBj».V^)|r>+r''-('Wc»S2«-V^f2rr'»m,jn 

=  (r + r'— 5  CO«  \e.V^)  Kr+r')«— (r+r')co»  ,j« .  V"i?-2n-'co»J-«'|. 

Setzt  man  jetzt 

(r  +  r')«— (r  +  Ocos^Ö.Vrt^— 2iT'cüS2e»  =  0, 

nnd   lüst   diese   quadratische  Gleicliung  In  Bezug  auf  r-fr'  als 
unbelianntc  Grösse  aiil',  so    erhält  ninn 

1  ■2eo.5B.VSr 
'  +  ''=  1 


(r+r')»-{r+r')cos^e.V77"-2rr'cos  ^ö» 

=  (i-+r'  +  cos.^e.V"n-)(r+r'— ÜcoH^Ö.Vl^), 
und  folglich  obiger  Zäbler 

(r+ r-H- cos 2  0 .  V'^) (r  +  r'~2coa  ^ Ö . V??")»  . 
DaheT  ist  oach   dem  Obigen 
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6S  J  r ^r  J  i 


5¥ 


IT 


Weil  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  und  r'  völlig  symmetrisch 
9  SO  ist  es  nun  nicht  mehr  nuthig,  anzunehmen  ^  aass  r'  der 
»ssere  Radius  vector  sei^  indem  m^n  vielmehr  in  dieselbe  jede 
ei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
gende  Vectoren  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
»iter  nöthig  anzunehmen,  dass  r,  r'  auf  der  positiven  Seite  der 
:e  der  Parabel  liegen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Vectoren 

T*  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,    und 

>llen  füVs  Erste  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dass 

auf  der  negativen,    rVauf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 

bei  liege. 

Weil  in  diesem  Falle  unter   der  so  'eben  gemachten  Voraus 

1  1  .  .     . 

itzung   offenbar  cos 59}  negativ  und  cosq^^'  positiv  ist,  so  ist 

Yr= 1 —  ,         VT  —  j 

2cos  ö  tp  2cos  rt  9^' 

ler 

VP=— 2coSi2  9'.Vr,  l//?=2cos,29'- Vr'; 


Iglich 


cos  5  g>. Vr=:—  cos  5  q)' .  Vr' . 


un  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


so 


g,/=^  +  ö— 3600,      g,  =  g,/«.ö+360O; 


30* 


cos  ä<p'  =  ~*^oaä(9+8)  •    cos  ^  9 = —  coi 
folglich  nach   dem  Obigen 

i^(p.V>-^  cos 2(9  +  8).  */»■'■ 
S29i'-V»"  =  cos^(9j'— fl).  Vp; 
woraus  ganz  eben  eo  wie  vorher 

V-coBgÖ-Vr' 


tanggy= 


Vr'-cos^e.Vr 


I 


».Vi- 


r+r'-2co8f,e.V"iT' 


4r{V»— coSgö-VO' 
r+r'--2cos|9.V"iy' 

4r'(Vr'— cos^^Ö.Vr)» 
r+r'  — acosaö.VrJ^ 

r+r-— 2cos:,  0 .  V"iV +2r'sin  a  Ö 

*— ^— i T=-^ 

r+/— Zcos^-Ö-Vt' 
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r  +  r'— 2co8  \  6 .  Vr?"+  2rsiii  5  ö« 

2r'  +p=2r' = j _ 

r+r' ~2cos2Ö.  Vrr' 

t. 

Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang^g)  negativ  und 
^ö?''  positiv  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Vr— cosöö.Vr  5    Vr'  — cos 2 ö.yr 

»ective 

positiv ,  positiv ; 

•  nach  dem  Vorhergehenden 

1 

2( Vr — cos  2  Ö .  VT')Vr 

V4r — p  =; 


Y  r+r'— 2COS2Ö. V^rr' 

1 

2  ( Vr'  —  cos  2  ö  .  Vr)  Vr 


Y  r+r'--. 2cos^ 6. V 


TT 


Nach  gehöriger  Substitution  iki  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
nel 

e=^Vp.K2r'+/?)V'4i^^=>+(2r47?)V'S^ 

;bt  sich 

55  = 
Vp 

.'(^^'—2  cos  2  ö .  VriP"+  2rsin  ^  ö«)  ( Vr'—  cos  5  e.VT)Vr' 

(r+r'— 2coS2Ö-Vr?")  Y  r+r'— 2cos2  Ö.VrP" 

1        - ]  1 

r  +  r'-2cos  ^  Ö  Mtr'  +2r'sin  ^  ö«)  (Vr-cos  g  ö  .Vr')VT 

(r+r'— 2008^6. Vn^)  Y  r+r'-.2cos^  Ö-Vi^^ 


welches  wieder  ganz  dieselbe  Formel  wie  olieu  ist.     Also  ist  a 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 


<3=\  vp-(»-+'''+cos|e.V7T')Y  r+Z— acofl^fiV^^  . 

uud  da  diese  Formel   lo    Bezug   auf  r  iind  r'  vrtlUg  symmetrisch 
iat,  so  ist  es  nicht  nüthig,    dass  r  auf  der  negativen,  r'  auf  der    , 
positiven  Seife  der  Axe  der  l*»rabel  liege ,  sondern  es  kann  auch 
unigehefart  sein.  j 

Als  Resultat  der  eaiizen  vorige«  Betrachtung  ergiebt  eicl^ 
dass,  wenn  r,  r"  zoei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  uüd  | 
ß  den  von  diesen  beiden  Vectoren  eingeschlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0  bis  3öO* 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flächen- 
inhalt des  parabolischen  Sectors  @  durch  die  Formel 


S  =  J  V/*.(r+r'4c(.s  * Ö .  yTrr'  )\  r+r'-2cos  |  fl-V^  1 


Bezeichnet  üuo  t  die  Sehne  der  Parabel. 
punkte  der  beiden  Vectoren  t,  r'  mit  einander 
jen;ichdem 


ist,  nach  den  Lehren  dei 


folglich 
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und  hieraus^   wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
t     jenachdem 


'  oder 


0<Ö<180o 


180o<Ö<360o 


ist: 


cos?^ö=:-l ^_ 


*« 


oder 


2"-^       2Vi 


TT 


cos  2^- Vn^==  ±2  V^(r  +  r')^— «« . 


2 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 


ivenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem  der  von  den  Vectoren  r,  r'  nach  der  Seite  der  Parabel  hin 
eingeschlossene  Winkel  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 


so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 

und    folglich    durch  Vergleichung   der  rationalen  und    irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 


i+y  =  »-  +  f'.     4*y=(r  +  rO»-<'i 


troraus,  indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  zu  den  obigen 
Statt  finden  soll,  " 


^-s=±. 

f"lgt, . 

x+a=T+r;  i-s)=±i 

hat,  au 

»  deaea  sich 

,      „r±rü,      ,='_±^. 

ergieht. 

Da  nun  im  Obigen 

positiv  genommen  ist,  so  mues  mau 

setzen,    neil  von 

das  übeie  Zeichen  einen  negativen  Werlh  liefert,   der  hier,  eben 

[lositiv  gennniinen  tvurdcn  ist,   nicht  statlhart  ist. 


also  ist,  wenn  man  niulliplicirt : 
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69 
Vp 


d.  i. 


6© 
Vp 


=  (H^±i)'T  (Uli:-)' 


oder 


oder  auch 


Dies  ist  der  merkwürdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines  parabolischen  Seotors,  welcher  gewohnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  wir  oben  bereits  bemerkt  haben, 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 
Earabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  ^eichfalls  begrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nothig,  um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lambert'schen 
Formel  besecfaDen  zu  können. 


-* 


JLMj. 


Bestlminnn^  der  Iiän^e  der  anr  einen 
He^el  gewickelten  Scbranbenllnie- 


Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

HU  der  poljteuhniiiclien  Schule  2U  Cnrlsrulie, 


j 


Eine  Gerade  bewege  sieb  um  eine  aodcTe,  indem  sie  mit  ihr 
beständig  denselben  Winkel  a  macht  und  sie  beständig  in  dem' 
selben  Fuokte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sieb  eio  Punkt  gegen  letztere 
hin:  welches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  beide 
Bewegungen  gleicbliirmig   sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genimnte. 
Sei  also  y  die  -Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Gernden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nebmeu  wir  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  tai,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Ase  der  i  ist;  die  Ebene  der  xy  sei  so  gewählt,  dass 
der  bewegliche  Punkt  anfanglich  in  ihr  liegt;  ferner  sei  die  Axc 
der  X  SU  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anfänglich  in 
der  Ebene  der  xz,  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (positiTen) 
Ase  der  .t,  und  die  (positive)  Axe  der  «  sei  so  gewählt,  dass 
die  Bewesjung  der  Geraden  von  der  positiven  Ase  der  x  gegen 
die  positive  Axe  der  y  gehl. 

Am  Ende  der  Zeit  t  liegt  die  bewegliche  Gerade  so,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  yl  macht,  während 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßt  gegen  den  festeo 
Punkt  gegangen  ist.  Sei(Taf.lX.  Fig.5.)  Oder  Anfangspunkt  der  Konr 
diiiaten,  Ofidie  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  derZeit 
t)  anf  die  Ebene  aer  x^,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 
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mit  der  Ebene  der  xy  doD  Winkel  k* — ^9    ferner  ist  xOB^=zyt 

Ist  also  die  Entfernung'  des  Durchschnittspunktes  der  beweglicben 
Geraden  mit  der  Axe  der  2  von  O  gleich  a,    so  ist  die  Länge 

jener  Geraden  gleich  ,  die  von  OBiatga.  Ist  D  die  Pro- 
jektion des  beweglichen  Punktes  auf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit,  so  ist  iBZ>=/3^.sina,  also  C/)=atga — ßs\na.t  Sind 
also  Xy  y,  z'die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  t,  so  hat  man: 

X = (atga — ßtsincc)  cos(yt)  ,\ 
yz=z'(atga  —  ßtsina)8in(yt)S      (1) 

2  =|3LC0S(X.  '  ' 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man  die  (zwei)  Gleichungen  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztern  Gleichung 
ergiebt  sich: 


(2) 


(3) 


ßcoscc ' 
so  dass  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind: 

:c=(a-z)tg«.cos(^^), 

»=(a-.)tg«.8in(^^). 
Eben  so  erhält  man  hieraus: 

als    Gleichung    der    von    der    bewegten  Geraden   beschriebenen 
Kegelfläche. - 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r  sein,  so  ist  a=:Qo,  aiga=:r,  ce:=0,  also 

'  x=rcos{yt),  y^=^rsin(yt),  ^=ßt; 
^=rcos('jV      y  =  r8\n\^U  }  (4) 

x"^  +y^=r^. 

Der  Weg,  den  der  bewegliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umdrehung  vollendet,  heisst  die  Höhe 
des  Schraubengangs. 


Nun  erfolgt  eine  Tollstandi^e  Umdrebung  in  der  Zeit  — ,     dem- 

nach  ist  die  Hübe  des  Schraubengangs ■      Heiset    man    di^ 

selbe  h,  eo  ist 

ttlsn  sind  die  Gleichungen  der  Schraub enlinie  (2): 

die  der  (4): 

(6) 
Setzt  man^uT  AbkürziiDg  ^=:k,  so  ergiebt  sieb  au6  (5): 

somit  die  Länge  des  Bogens  der  Knrre,   wenn  er  von  i=i 
gerechnet  nird: 

Setzt  man  a — 1=»/,  i=a— y,  so  ist  dieselbe: 
Inlegrirt  man.  so  eigiebt  sieb  als  fragliche  Länge: 
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fl— Z 


2%«  ^^V(a — z) A:tga  +  V^l +(a— zJ^Ä^tg««/  '  ^  ^ 

^  Will  maa  die  Länge  der  SchraubeoliDie  bis  zum  vollendeten  nten 

■     Umlaufe  (n  anch  eine  gebrochene  Zahl)^  so  hat  man  2=-t-  cosa 
211  setzen.    Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  Ist  atga=zr,   a=0,  a=QD,  also 
die  Länge: 


/ 


Vi+kh-^z^  Vl+Ä«r2.z,  (8) 

o 

wie  bekannt. 


För  2=a  hurt  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  ganze  Länge: 

?2Vl  +  aHHg^a+  5^- log(a^ga  +  V  l+a^kHg^a).  (9) 

t 

Man  findet  leicht»  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(Xs  V,  z)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  ö  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

cosJ=    ^  ,  (10) 

Vl+k^tgMa—z)^ 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 


dessgleichen»  dass  die  Normale  an  die  Kegeliläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht. 

Wenn  man  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
'  sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die'  Ebene.  Ihre  Gleichung 
'  findet  sich  folgendermassen. 

Die  Linie  i^J9(Taf.IX.  Fig.6.)  drehe  sich  mit  der  Winkelgesch  windig- 
-  keit^sina  um  A,  während  £»  gegen  A  mit  der  Geschjprindigk^it  ß  hin- 


> 


Bclireitet.  Diu  entstandene  Kurve  ist  die  Alitvickelung  der  Schrauben- 
'inie.  wenn  man  die  einzelnen  TWile  dieser  Kurve,  statt  (orttau- 
fend an  einander  zu  liecien,  von  einander  trennt.  Denkt  man  sich 
nünilicb  B  als  Anfangspunkt  und  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis, 
Bo  wird  die  so  eben  gesuchte  Kurve  ein  oder'  mehrere  Umläufe 
machen,  bis  sie  in  Ä  ankommt.  Man  wähle  nun  zivei  Linien  ^ff, 
AD  so,  dass  der  Bösen  BJ)=:2ant^a  (dem  Umfang  der  Grund- 
fläche des  Ke^ets),  lege  nun  nach  einander  an  Afy  n.  ».  f.  um 
A  Winkel  gleich  BAD,  unil  lei>e  die  zwischen  ihnen  befindlicbeD 
Stocke  der  Kurve  in  derselben  La^e  in  den  Winkel  BAD,  so 
werden  diese  Stucke  die  Abwickelungen  der  Schraubenlinie  sein, 
wahrend  die  FISche  ABD  die  Almickelun»  der  Kcgelfläcfae  ist 
üa  der  Punkt  ß  den  Weg  2«n:tßo:  macht  in  derselben  Zeit,  in  , 
der  oben  eine  Unidrehung  der  Linie  ^/i  statt  hatte,  so  tässt  sich 
leicht  die  Winkeli;eschwindi^keit  von  AB  bestimmen.  Sei  oSin- 
lich  T  diese  Zeit,  so  ist 


(y'tgB.I=2«Iltgtt,       T=- 


•2x 


iL. 


die  Winkelgeschwindigkeit    von  AB  i 
Bewegung,  so  ist,  da  AB^ — ^■" 


wie  oben   angesdieii  wurde. 

Nehmen    wir     i    als  Anfan<rspunkt  von  Pnlarkoordinaten,    i 
sei  AC  die  Lage  der  erzeugenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  t,    en 
ist  die  Lage  von  B  (B')  bestimmt  durch 

Winkel  BAC=y»iiia.t, 

AIi'^~ ßl: 
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a 

Q 

cosa 

ksina^ ' 

eine  archimedische  Spirale. 

1 

Ihre  Länge  findet  sich: 

1      n^n.r.. 

»^      ^\a  _L  1 

(13) 


A^sincK 


(14) 


Um  die  einem  Umgang  entsprechende'  Länge  zu  finden,  muss 
man  von  ^=0  bis  q  ?=27rsina  integrircin. 


Man  setze  ^=A:tga^,  so  erhält  man  ans  (14): 


-^  /*'Vl+A«tg«a(a-a:)*aa:, 
cos«  ^7  ■        o      V  /         ' 


(15) 


und  um  die  Länge  eines  Umgangs  zu  finden,    muss   x= — t — 

gesetzt  werden.  Da  diess  genau  mit  Obigem  zusammenstimmt, 
so  folgt  daraus,  das  die  Kurve  sich  unverkürzt  abwickelt,  was  zu 
erwarten  war. 


4'-* .      ■  I 


I 


Heber   die    Bestimmung   des   mttel- 
pnnktes  einer  Fläche  zweiten  Orades. 

Von  dem  •     ^^H 

Herrn  Professor   Dr.  J.  Dicnger  ^H 

an  der  piiljtechnUchLn  Srhule  i.a  Carlaruhe. 


Stellt 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  iv^rden,  wean 
diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Koordinaten  desselben 
^0'  yo>  %  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

_     (BC~m)G+(DE-CF}H+(DF    BE)J 
^0-  ABC~ÄD^-BF?—CF^ViDEF      ' 

_      (DE-CF)G\{AO-E?)H^[EF~-AD)J 
yo—      ABC-ÄD^-~BE^—CF^+2DEF      ' 

—  _  (OF^BE)G^  (EF—AD)H\(ÄB—F^)J 
^~  ABC-AD^—BE^—CF^-i-iDEF 

Ist  nun  derNenner  dieser  Ausdrücke  nichtNull,  so  bat  die  PISche 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  nenn  ztrar 
der  Nenner  Null,  zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  dei  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 


Heissen  nSmlicIi  die  drei  Zähler  Z, , 
so  findet  man  leicht,  dass 


.  Za,   der  Nenner  A, 
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AZi  +FZ^ +EZa=—  GN. 
FZ^  +BZi+DZt  =-HN^ 
EZi+DZ^+CZ3=-JN. 

Ist  nun  z.  B.  nebst  7V=0  auch  Z3=0,   so  folgt  hieraus: 

EZi+DZ^=zO; 

woraus  nothwendig  Zi=Z2=0,  was  den  Satz  beweist. 

.  . Jo  diesem  F^le  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
LiÜten  (bei  zylindrischen   Flächen). 

Als  Bei^iel  wollen  wir  die  FiSche 

betrachten.    Hier  ist: 

F=G=iy=:J=0,    K=:a^^. 

Also  Zi=Za=Z3=:ZV=0.    Denken  wir  uns  aber  zuerst  G=H 
:=«7»  so  ergiebt  sich: 

arp      (BC-IP)  +  (DE-CF)  4  (Df-^BE)     ^ 
»o"^      DF-^BE+EF^AD+AB-^F^     ""^' 

zo  ""/>F- Ä£  +EF^AD+AB--^F^ ^"^ ' 
d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Geraden  >  deren  Gleichungen 

.T=2z,    y  =  3z 
sind.    Die  Fläche  selbst  ist' ein  elliptischer  Zylinder.. 


Theil  XVI.  "^V 


I 


Kieenschaften  der  geraden  KeKCl  und 

Hegelstumpfe    mit    sphärisch    ge- 

krfimmten  OrnndllächeD. 


Herrn  Schulrath 


J.  H. 


T.  Müller 


Wenn  man  aus  ztvei  Ge^enpuiikten  einer  KcgelHäche  mit 
den  sphärischen  Radien  p',  g"  zwei  Kiigell<reise  G',  G"  be- 
schreibt, SD  sind  durch  die  Umlan^e  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  FlSchen  hestimmt,  welche  die  durch  jene  Punkte  gehende 
Gerade  zur  ^emeiDgchaftlichea  Axe  hahen,  no  A&sn  der  Mittel' 
punkt  der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt. 

Hier  snll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  irer- 
deii,  welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat,  and 
zugleich  q''>q"  angenommen  sein.  Die  Eigeuschaften  der  aadero 
Fläche  ergeben  sich  später  sogleich  aus  denen  der  ersten ,  ivenu 
p"  negativ  genniiinien  wird. 


:  Verbindur 


des  koi 


I  Raumes   mit  der  Kugel 


zivei  Kegel  C,  <£"  mit  den  sphärisch  Kekrüwm- 
ten  Grunddächen  G' ,  G",  deren  Axen  sich  um  den 
Kugeldurchniesser  unterscheiden, 

und  ein  Kegelstumpf  (E  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G'  und  G",  welcher  den  Kugel- 
durchniesser zur  Axe  bat  und  dem  Unterschiede  jener 
beideu  Kegel  gleich  ist. 
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3.    Der  Halbmesder»    die  Oberflfiche,    der  Inhalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 

r,        K,       Ä 


bezeichnet  werden. 


•.  1 


4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  Q\  &* 
Ebenen  9  so  sind  die  Hohen  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  Ti\ 
TL"  gleich 

\ 

■  t 

r(I--cosp'),     r(l — cos^'O; 

folglich  ist 

C  =:47rra.  sinV'^=?:sin4^'«.  i^; 

G"=:4jrr^sini^"2 = sini^"«.  Ä . 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkeeel^  welche  G'  und  G"  zu  Grund- 
flächen und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitzt  haben,   gleich 


und 


4 

j  fCT^  .sin^'^ssini^'^ .  & ; 


4 

g^  w».8ini9"2 = sini^"» . » 


Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grund- 
flfteben  vermindert «  so  erhält  man: 

5.    Die  Kugelabschnitte 

2('=:  Q  JiT^  (4sinip'*  —  sin^'*cospO ; 

1 

2l"=  g-  «r3(4sini^"«-sin9"«cos^'0 . 

Da  4sino-9*=l — cosp,  so  ist 

4sin  s-sin^^ — sin^*cos^  =  2 — 3cos^  +  cos^' 

%  =(2+cos^)(l — cos^)*. 


folglich  auch 


2( = g-  jcr'.(2  f  cos^)  ( t  — cos^)* 


oder 


3 = äin;^«  (3-1-  cos^} .  X . 

6.  Der  Kegelstumpf  mit  den  ebeoen  Grundflächen  Gi, 
Cii ,  deren  Peripherien  mit  denen  von  G'  und  C"  znsammenlal- 
len.  ist,  nie  man  eich  alsbutd  überzeugt, 

=  2 '"■'(*^'>^e'  +  *^*'B^"){sine'*  +  8ine'sin(i"+sinp"'}. 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabäcbnitte  %',  31"  venaehrt, 
90  entsteht  unsei  Kngelkegelstumpf  C  und  man  erbSit  nach 

Divisinn  mit  »bt*: 


i(E=(co8j'+cosp")(einß'^+sine'Bine"+s'n9"') 

-f-4sini(|'*— siup''cosp'-|-4sinäp"*— 8inp""cosp", 
II    man    daa  Product    entwickelt  und  das  Gänse  vet- 


und ,    nachde 
oinfacht  hat. 


^.<E=8in(p'-J-p")(sinp'4-sinß")+4sinie'*+4sin{e"* 

=2sini(e+e")cios^(e'+p")-28JnK9'+e")cos^(#'— e") 
+  isAn^t)"^  448111  ip'  '^ .  ^JM 


sinip'*+sinjp"'=: 

=  l-cos2(e'+e")cos^(p'— p"), 

t,     wenn    die   Gleichung    durch    4    dividirt   norden,    weil 
=R  ist. 

(E  1  I 

g=fiinj{p'+p")»cos2-(p'+p")co8  2-(p'— p"J 

+  1  -  cos  2  tp'  +  e")  cos  ^  (p'— p") 
=  l-cos^  (e'+e")'co82{p'  —  p"). 


£s  ist  demnach 

«  =  {l-C08|-Cp'  +  p")>, 
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d.  i.  Der  Inbalt  eines  Kagelkegelstumpfs  wird  ge- 
funden^ wenn  man  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  der 
halben  Summe  der  Radien  beider  Gnmdflächen  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  von  l  subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel, zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumpf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten^ 80  bleibt  ein  von  einer  Kugel-  und  einer  Kegel-Zone  begrenz- 
tes Zweiflach  übrig»  dessen  Inbalt 

»— ö;=cos  cjC^'+^'O'cos-C^'-^'O.Ä 

durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Dm  den  zu  denselben  Grundflächen  gehurigen  Kegelstumpf  zu 
finden 5  'dessen  Seitenkanten  einander  unverlängert  schneiden, 
setze  man  q"  negativ,  wodurch  man 


Ä-it  =  co8~(^'  +^'0cos|-(^'-9'0'.Ä 


erhält. 


Demnach  ist  für  diesen  Fall  das  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coefficient 
der  Kugel. 

8.  Wird  in  (6)  q*=:q*'=q  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugelcylinder,  clessen  Axe  durch  den  Kegelmittelpunkt  geht, 
und  es  wird 

€  =  (l— cos^').S- 

Der  Kugelcylinder  ist  daher  gleich  der  Kugel  multipli- 
cirt mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grundflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  =60^  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhlte 
Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  ^'=^"  =  9,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

•  (C = (1— cos^)R=i2sini^^3l . 

Die   auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grundflächenhalbmessers  raul-      1 
tiplicirten  Kugel  gleich.    Vergl.  (4.) 

Für  9  =  60^  sind  also  beide  Körper  einander  gleich. 


Spitze  Im   GegenpuDlrte  des  Mittelpunkts  von  G^  liegt     Hiernach 

^ 

<E='(i-co.|  e«) .  a  =  j(i  -CO.J)  (3+co.i.).a. 

^B      Fllr 

p=90»  wird  (E  =  Ja.   fOr  »=60»  mrd  S-iI=|«t«- 

11. 

'i.  bezel 

Wenn  in  (6)  die  Seitenltaetc  des  Kegelstamprs  aiil 
clinel  wird,  an  ergiebt  sich  leicht,  dass 

4,«=2r'^l  +  cos(,'+p")). 

oJet 

.=rcos|.(»'he'')                        '^^^ 

ist. 

^M 

Die  Vetbindmg  .lieser  Gleiehong  mit                           ^^Ä 

t  =  1  l-e»  j  (,'+,")>cos  i  (c'-s")  1 .  5-  «■            J 

Bieh. 

■  J< 

a— ff=4cos  .j  (p' +  p")  COS  g- (ß'— p") .  j- r .  JW» . 

Es  ist  daher  der  ausgehSfalte  KSrper  einem  Kegel  gleich, 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  Grundflächen- 
durchmesser  und  den  Kugelradius  zur  UUhe  hat,  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben  Summe  Und  der  halben  DiffeieDz  der 
Grundfläche  nhalbm  esse  r  multiplicirt. 


2cos  ^  (p'  +  q")  cos  2  {?'— e")  =  cosß' + coBp" 


^ 


gleich  der  mit  a  zu  bezeichnenden  Hübe  des  KegeUtumpfs  mit 
ebenen  Grundflächen  ist,  so  hat  man  auch 
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Darnach  ist  die  konisch  ausgehöhlte  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewöhn  lieh  er  Kegel ,  weicher  me  Sei- 
tenkante des  Stumpfes  zum  Durchmesser  der  Grundfläche 
und  den  Abstand  beider  Kreisebenen  zur  Höhe  hat; 

12.  Geh^der  Stumpf  in  einen  Kugelcy linder  über,  so  wird 
i   (ll)...a  =  2s  und  mau  erhält 

4 

Die  cylindrisch  ausgehöhlte  Kueel  ist  also  einer  Kugel 
gleich ,  weiche  die  Seitenkante  des  Cyiinders  zum  Dureh- 
messer hat. 

13.  Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  Ergänzungskegel 
es  Kugeikegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
er  Mantel  des  letztern  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
ird,  und  von  denen  der  erste  <C'  den  convexen  Kngelkreis  G\ 
er  andere  (C"  den  conca^en  6f"  zur  Grundfläche  hat. 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  Gi,  Gn 
3ien  (Li,  (Lii  uifd  ihre  Höhen  a^,  an,  folglich  Oi  —  On^za. 
ergl.  (Jl.). 

Dann  ist 

a  =  (cos^'  +  cos^'Or 

id  die  Halbmesser  von  Gi,  G^  =rsin^',  rsin^'^  und  man  erhält 

cos^'+cos^"      .     ,        '     ,    M.^  /  ,       m 
^^  =  sin(^--sin(>--'^^'"^=^^"g^^^2^g^g)'^- 

I 

aber  sind  die  ebengrundflächigen  Ergänzungskegel 

11 

1  1 

Cu  =  g-  jiT'sin9"'cot  n-  (c»'— '^'0  • 

Wird  €i  um  den  Kugelabschnitt  V  vermehrt  und  Cn  und  TL" 
^rmindert,   so  erhält  man  die  gesuchten  Kugelkegel  (L%  iL"  und 

;  ist,  wenn  man  (5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  ^Trr'dividlrt: 
3      _,      cos^'+cosg''     .     /a  i  ^  •  ,  /«      •     /a 


Wird   recbts    da»  drittp  Glied  auf  den  Nenner  des  ersten  ge- 
bracht, so  erhält  man 


und  durch  eine  leichte  (Jnirorniung  des  Coeflicienten  von  einp'*! 
_8ini(e'-f  p")  , 


Daher,  wenn  i 


1  noch 


C'^einäp'«?--.- 


^t(^r=^,sine'«+4ainie-'- 
inp'^  verwandelt; 


sinl(p'— e") 


•ij-s 


l<  Wenn   man    den  Sinus  der   halben    Stimme    der  Grunil' 

f  flächenhalbmesser  durch  den  Sinns  ihres  halben  Unter 

achieds  diFidirt,  eo  erhält  man,  filr  die  Kugel  als  Ein- 
heit, den  labalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel, 
wenn  man  Jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Cd- 
einus  der  (Oilfte  des  zugehürigeti  Radius  multipltcirt  unil 
dieses  um  I  vermehrte  oder  verminderte  Product  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Bälftc  desselben  Radial 
multiplicirt. 

14.  Wird  in  (hi)  .  .  q"  negativ  genommen,  so  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  'gehurige  Paar  von  Kugel- 
kegelo,  wodurch  sich  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  umkenrt 

15.  Da  nach  (4)  sin^^^.K  den  Inhalt  eines  Kuf^elkesels  giebt, 
welcher  q  zum  Grundtläcbenhalbmesser  und  deu  Mittelpunkt  der 
Kugel  zur  Sjiitze  hat:  so  werden,  nenn  man  in  (13)  die  erste 
Endgleichung  um  sin  j$'^3l  vermindert,  die  zweite  aber  um  sia40"^.K 
vermehrt,  zwei  Doppelkegel  &',  &"  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  derErgan- 
zongskegel  sind  und  welche  beziehungsweise  die  Peripherie  von 
G',  G"  zur  Randkante   haben. 

Der  Inhalt  derselben  ist 


inUg'4g")  , 


Hieraus  erhält  man  unmiflell)ai 
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Es  verhalten  sieh  daher  diese  Doppelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphärischen  Halbmesser,  mit  denen 
'ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das  andere  Paar  von  Doppelkegeln  wird  eben  so  behandelt. 

16.  Ergänzen  die  sphärischen  Halbmesser  &,  qf*  der  Grund- 
ächen  .  der  Kugeikegel  df»  (L"  einander  zu  180^,  so  wird  die 
ussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
lugel,  und  man  erhält  alsdann;  nachdem  die  Jßudgleichungen  in 
L3)  durch  TBi  dividirt  worden, 

3^  =  sinip^  I— ^^ .  cos  5.  (>'•+ M 
COSop'^ — cos^' 

od  wenn  man  im  Zähler  cosp'  darcb  cosäP'^— siol^"  ersetzt, 

sinjp'« 

cos^^ 
1  diesem  Falle  muss  £'— C=3l  sein. 

17.  Für  die  innern  Kegel  geht,  wenn  p'  +  o"  =  180®  wird, 
te  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelkegel  wer- 
3u  zu  Kugelabschnitten,  deren  Summe  der  Kugeigteich  ist. 

18.  Werden  die  Axen  der  Kugelkegel  f,  d^'.mita',  a" 
^zeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  ^)  für  die  äussern  Kegel: 


a'      cosp'+coso"   .     . ,  ,  ' 

—  =  -r-^ r-^/Smp'+l— COSp 

T       smp  -r-smp'       ^  ^ 

sin(p'+p")  +sinp' — sinp" 


sinp' — sinp" 


1  ^l^r^ol   /*'' 


/  —  o  »8inij?_cos|jp_ 


coaiQ'sittJQ" 
"  -^-   8lnJ(p'-?") 


lU.     let    p    die   Spitze    des    äussern     und    q   die  des  ionern 
Kugelkegel  paar  es,    ^otvic    O  der    Mittelpiiiikl  der   Ku^el, 


naaa  hat  b= 
Unifiirmung 


-T  =  a"  +  r.  Daher  ist  aus  (ib)  ii 


BinKe'+e") 
sinKe'— e'O'    ' 
und  fflr  04)= f 

sin4(p'— g") 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  in  (13)  und  (15)   vorkum- 
meudoii  Sinusquntieaten  hervorgeht. 

Auch  folgt  aogenblJcklich   aus  diegen  beiden  GleichuBgen, 
dass   das    Rechteck    aus  den   Axes   op,    O^    der  heiden 
Doppelkegel  paare  gleich    dem    Quadrate  des    Kogelbalb- 


20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2t',  2j"  der 
SusseiD  Ergänzungskegel  zu  hestinimen.  Sie  ergeben  sich  leicbl. 
(veDD  man  steh  erinnert,  dass  in  (II) 


=rcos5-(p'+P") 


war.     Man  erhält  nämlich  für  die 


Ergänzungskegel 


sini(p'— (.")'' 
Hing        ^ 
sini(p'— e") 


sinKe'+e")    ' 
siny' 

~8ini(e'+e") 


aus  deren  Verbindung   sich  wiederum  die    in  (19)  vorbominenden 
Sinusqiiutienten  ergeben. 

Diese  einfachen  Be;eiefaungen  zwischen  einem  konischen 
Räume  und  der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
bedürfen  zu  ihrer  Uerleitung  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
menten der  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  in  sich  zusammenhängenden  Uehungen,  ähnlich  den  in  den 
„Geometrischen  Ausläufern"  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
ilieser  Bemerkung  möge  die  Mittheiluu^  dieser  Kleinigkeit  gerecht- 
fertigt sein. 
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ITelier  die  BesUmmiingr  der  symmeliri- 
fiMSben  Funkliioiieii  der  HTurzeln  einer 

61eicliiiii(^. 

^Naeh  Abel  Transon^   in  den  Ndüvelles  Annales  de  Mä- 
th^matiques.    Fövrier.  et  Maii»  1850.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  Gar  Um  he. 


§.1. 

Seien  F(x),  ^(x)  ganze  Funktionen   ?on  x;  a,  by  c die 

(n)  Wurzeln  der  Gleichung 

F{x)z=:Q,  (I) 

.    .    '^       .  . 

80  ist  bekanntlich  , 

Maltiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  (p(x),    so  erhSit  man 
F'{x).<p{x)_  tpjx)  .  y(a;)  ,       _f,_^  .  y(a)  .  VJb)  . 

wenn  man  (falls  diess  thunlich  ist)>  w(x)  durch  x—a,  x — 6  u.  s. 
w.   dividirt,    bei   welcher    Division   oie   Reste   bekanntlich   g>(ä), 

ip(b)y sind,   so  dass  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,   um 

einen  Grad  niedriger  als  q>(x).    Bringt  man  die  zweite  8eite  auf 
einerlei  Nenner,  so  ist 


fVt»W . 


n')+- 


n^t 


tvena    S  bedeutet,    man  solle  die  Operatiüo  auf  alle  Wurzeln  a, 
f> ausdehnen,  also  r.  B. 

Sq>(a)=q>ia)  +  -p(6)+?p(r)+ (4) 

iet.     Daraus  folgt  offenbar,  dass  man  dte  symroetriaclie  Fiuktwn 

(4)  erhält,  wenn  man — p7~\~   nach  fallenden  Potenzen  von  xeiit 

wickelt  und  den  Koeffizienten  von  ~   nimmt. 


so  kann   man    hierdurch  X"  ausdrücken  vermittelst  der  Diederem 
Potenzen  von  x,  so  also  dass  etiva 


ebenso  kann  man  :c"+^,  a^'^^,...,    ausdrücken  durch  PotenieP  voD 
X,  niederer  als  die  nte.    Z.  B.  aus  (Q)  folgt 

!r*^'= — p^a?^ — >Pbä"~* — ...; 

setzt  man   hier  für  cc"  Gctocn  Werth  (3) ,    so  erhSlt  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  x^+^. 

In  dieser  Welse  kann  man  üherhaupt  vorläuüg  die  Grösse 
F'{x)tp(.x)  durch  niederere  Potenzen  von  x  ausdrücken,  als  die 
nte,  und  man  nird    etna  erhalten: 

F'(jcj9)(3:)  =  Aia;"-»  +  Aja;"-'  + (6) 

Hat  man  diess  gcthan ,  so  ist  in  (3)  offenbar  f{x)^i  und  man  hat; 

9(a)  +  fib)  +  >p{v)  + =A, ;  (7) 

an  also  immer  diesym- 

9>{«)+9'C6)+'P(0  + (4) 

der  Wnrzeln  der  Gleichun:»  f(a:)=0  ausdrücken  können. 


Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  synmictriscfac  Funktioii 
zweier    Buchstaben 
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B  man  durch 

£ip(x,  y)  (8) 

rstellen  kann,   wobei  bemerkt  werden  rouss«  dass  Z  bedeutet, 
y  sollten  alle  Werthe  annehmen  (§.  1.)»   oder  alle  Verbindun- 
ti  dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F{x)  durch  x — a,  und  sei  Fi{x) 
r  Quotient«  so  dass  6,  c,....l  die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
(a;)=0  sind.    Aus  §.  1.   folgt  nun«    dass   der  Koeffizient  von 

in  der  Entwickelung  von 

F\(z).(p{a,  z) 
Fi(z) 

I  Summe 

q>(a,  b)  +  (p(a,  c)  + +  9(«»  0 

•    Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  ^(a)  dar,  so  ist 

-S9(:r,y)=*(a)+XÄ)  + V(c)+ +i('(0> 

d  man  wird   die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 
c&elung  des  Ausdrucks  — jpr-z —    finden. 

S.3. 
Man  habe  die  symmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben 

z<p(y» »,  «), 

wird  man  zuerst  das  Polynom 

(x— a)  (x-b)—'*^^^ 
len.    Sucht  man  nun  den  Koeffizienten  von   —    in    der    Ent- 

X 

«kelung  von 

F^'(x)(p(a,  b,  x) 
F^{x) 

ist  derselbe  gleich 


so  das8  man   die  symmetriscbe  Fußktion  S^itf,  i)  zu  berecbDen 
hat.  was  nach  §.  '2.  geschieht. 

Dass  man  so  fof (fahren  kann,    ist  klar. 

liofia  es  hinreichend  iNt,  ganze  Fanktionen  zu  hctrachlen,  iai 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zweier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  Gleichung  ersetzt 
»erden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (Serret, 
Cours  d'AJg6hre  Buperienrc  3roe  lecon  pag.  19.  suir.). 


Man  Biebt  leicht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische i;anze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze 
Funktion  der  Koeflizienten ,  ohne  irgend  einen  numerischen  Divi- 
sor ist;  so  nie  dass  man  sie  durch  algebraische  Dirisioneii  er- 
hält, hei  denen  der  Koelfizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren immer  der  Einheit  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §.  I.  heiror. 


hei 

a-^'+piX^-^+PiO^—'-i- +p„=0  (9) 

die  gegel)ene  Gleichung    (F(.r)=0),  also  p,,  p^, deren  Koet 

lizienten  mit  den  Zeigern  1,  2,..m.  Denken  wir  uns  nun  irgend  ein 
Produkt  solcher  Koeflizienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel- 
ben die  Summe  der  einzrinen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trügt, 
den  Zeiger  eines  Buchstaheus  so  viel  mal  zu  zählen,  als  dieser 
Buchstabe  vorkommt.  So  ist  z.B.  der  Zeiger  desProdukts /)|^/)i^t 

=:3.1  +  4.2f5-16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mchrero  solcher  Produkte,  so  beissl 
der  höchste  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 

?'i%  +  Pi^P»"^  +P«Pa  +  PiPtPa 
der  Zeiger  23.  ,      .       ,    m. 

Man  halie  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meb- 
rerer  Wurzeln  der  Gleichung  {*J),  so  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Summe  der  £s[)onenten  der  einzelnen  Gliedei, 
Ist  diese  Funktion  nun  durch  die  Koeflizienten  von  (9)  ausgedrückt, 
so  hat  sie  eineu  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweisen, 
dassder  Zeiger^einer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  i^ 
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Id  Bekag  auf  die  symmetriached  FunktioDen  eioes  Buchsta- 
bens genfigt  es ,  den  Beweis  zu  liefern  fGr  die  FunktioD  SAa^, 
wo  A  eioe  Zahl  ist  Um  diese  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
dividiren   ($.  1.): 

^1113:^-^+''  +  ^(m-~l)pia?^-^+*  + 

x^+PiX^—^-i- 

Sei  der  Quotient 
so  ist 

Iht  aber  fQ^zAm,  also  den  Zeiger  0  hat,  so  hat  allgemein '^r  den 
SSeiffer  r.  So  demnach  hat  der  Koeffizient  von  ~,  d.  i.  gn,  den 
Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 

Wäre  A  selbst  eine  ganze,  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben p,  so  hätte  9o  denselben  Zeiger,  nf  wie  A,  also  qn  {AZa^) 
den  Zeiger  'nf'{-n. 

In  Bezug    auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben   genügt  es, 

die  Funktion  2y*^z^'  zu  betrachten. 

•■  ■ 

lAisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeführt,  die  durch 
RedoKtion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion  F'(:r)9)(ar) 
verstehen  die  Operation,  vermöge  der  alle  Potenzen  von  a:  die 
ilöher  als  die  (n— l)te  sind,  durch  niederere  ausgedruckt  werden« 
▼enüittelst  der  Gleichung  F(jr)  =  0,  so  erhält  man  2yH^* ,  (§•  2.), 
«renn  man  zuerst  die  Reduktion  der  Funktion  a^x^'F\^{x)  vermit- 
telst der  Gleichung  Fi[x)z=zQ  vornimmt    Da   aber 


.''•A*       I. 


X!^' 


aü 


so  ist  klar,  dasd  man  hierdurch  eine  Funktion  i\){a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  a  mit  dem  Zeiger 
'^  des  Buchstabens  0  die  Summe  n-{-n'  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  lolgt,  nämlich  der  Grösse  ip{x)F'{x)y  vermittelst 
jp(iB)=:0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n-\-n!  giebt. 

8o  kann  man  leicht  fortfahren. 

Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
xwei  Unbekannten  x  und  y  hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Koefli- 
lienten  von  x  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  an.  Der  voran- 
gegangene Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y  einer  jeden  sym- 
metrischen Funktion  der  Wurzeln  ^^i,  x^,*.»,Xm  kennen. 


Eben  so  dient   dicaer  Satz  tiucb   su  AbkfirzungeB  der  in  den 
ersten  l'ar&gruplien  aiigegsbenen  Hechnuiigen. 


S   6. 

Sei  n  der  tirad  der  symmetrischeD  Funktion,  m  der  von  f\a:). 
Wen»  n<m.  so  kann  man  in  Fix),  Fj(x),  F^(_.x)  a.  s.  f.,  eben 
so  in  P{x),  fiix),  F'^ix)  u.  b.  w.  alle  KoeHizienfen  treglasiieii, 
deren  Zeiger  höher  als  n  ist,  was  unmittelbar  aus  dem  vorigen 
Lehrsätze  folgt. 

I  S-  I.  kann  man  leicht  folgende  Sätze 

Die  Summe  der  Wertbe.  welche  die  ganze  Funktiou  aip{b) 
erbHIt,  tvenn  man  darin  a  und  b  durch  alle  Vvurzeln  der  Gleichung 
F(j:)  =  0  ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  raügticlien  Arten  rerbunden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gllede 
des  Reste«  in  der  Division   — i,.  Uessgleichen  ist  £a(i(p{e} 

gleich  dem  mit  verkehitem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
Eabc<p{it)  »leicb  dem  eben  so  genommenen  vierten  Glied e  u.  s.  it„ 
was  aus  (3)  unmittelbar  hervorgeht. 


{.7. 
Man  veriani;e  die  Bestimmung  von    Z(aÄ*}. 

Nach  %.  6,  ist  hier  bloss  eine  Division  nothivendig.  Sei  F{x)-^ 
die  Gleichung  1 

xm  4- p^a-m-l  +  pa»""-»  + +  pm  =  0, 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  mfisaen.  (§.& 
erster  Satz.).  Es  genügt  also,  den  Koeßizienten  von -^  in  dei 
Entwicklung  von 

F{_x) 

__  mx*  +  im—l)p,x^  +  (ni-2)pax'+(m-3)p3X 
x'+pix^-i-p^x+pi 
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MW*  +'(«1 — i)pix'+  (m — 2)p^ 


Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  —  Sps -i"  PiP*i9  ^l^o 

£ab^:=:'3p2  —piP^  - 


XXIV. 

Heber  die  filcliwini^unf^sclauer  des  ein* 
fachen  und  des  zusammengesetzten 

Pendels. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhc. 


Schwingt  ein  einfaches  Pendel  (Taf.  IX. Fig. 7.) von  derL:inge 
f=  CA,  ist  CB  eine  Vertikale,  C^die  anfängliche  Lage,  von  der  aus 
das  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  geht ,  CM  die  Lage  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB=q),  ACB^a,  so  findet  man  t  nacii  der 
Formel : 


▼   ^qj      V  cosqp  —  cosa 


^gJ      V  cosg?  —  cosa 

(man  sehe  z.  B.  Poisson  Mechanik  §.  182.). 

Setzt  man  hier  cos9)  =  l— o:,  cosa=l— /S,  also 


so  ergieht  sich: 


Theil  XVL  ^^ 


äV  J 


'f  vQ^^.Ö(^f) 


Um  hierans   die   Zeit    T  zu    litideii ,    welche  der  Körper  braoc 
um  nach  fi  zn  tommeii,  hat  man  hloss  g!  =  0  ^u  eeUeo.  P 


^-mj; 


H  V^.(j-.,(i-f) 


2'  »■/      I 


Man  setze  in  dieser  Formel  a:=ßi/,  so  giebt  sie; 

und    trifft   somit  zusunmen    mil   der  im   Archiv.  Tbeii  XnL  S.' 
§.  15.  I.  aufgestellten  Formel,  wetia  dort 


-?_'_= 


aL,„  »=y/  '-25! 


^hlfl 


) 


SO  folgt  aus  jener  Formel,  da&s 

also 

iyf  =  M,    T=Ili\-,  (4) 

tveon  M  der  zu  7n=sinij  gehörige  Modolarquadrant  ist    (Arcl 
Tbeil  XI.  S.  400.  £.3.  (5)).    Für  «  =  0   oder  m=0    ist   M= 
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die   bekannte  Ftirmel   fSr    die  Schwingungen   des  einfachen 

Peüdäls  ist. 

Ein    zusammengesetztes    Pendel  schwingt  bekanntlich 
genau  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  ^o »  wenn  K  das  Trag. 

heitsmoipent  des  Korpers/ 5  dessen  Masse  und  A  die  Etitfernung 
des  Schwerpunkts  von  der  Aufhängaxe  ist  Die  Schwingungs- 
daier  T  ist  also 


»"^W^ 


SRg- 


(5) 


Uief  ist  tt  der  anfängliche  Winkel,  den  die  Linie  RtdM  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  durfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  ein  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe  AB  dreht.  G  sei  sein  Schwerpunkt, 
P  sein  Gewicht.  Die  Senkrechte  GC  auf  AB  heisse  R>  Man 
wird  sich  nun  das  Gesammtgewicht  des  Körpers  in  G  vereinigt 
denken  kSnnen,  so  dass  in  G  die  vertikale  Kraft  P  angreift. 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  Gd  die  andere  senkrecht 
aof  GC  gerichtet«  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psin^,  wenn  q>  der  Winkel  ist,  den 
fi  mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehung  um  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

PRsixkip  (6) 

ist 

Sei  nun  a  irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
jJessen  Gewicht  p  ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  y  die  WinKcIgesch windigkeit  des  Pendels  um  AB\  t/;Mhre 
Beschleunigung,  so  sind  r/,  rif;  die  Geschwindigkeit  und  ihreBe- 
i^chleunigung  für  den  Punkt  p ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicn  r  ist.  Hat  aber  p  die  Beschleuni- 
gung nf;,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  ^~-^*),  d.  h.  ein  dre- 
hendes  Paar,  dessen  Moment 

'-       •  r  uz  ^— — 
9  9 


*)    Diese  Formel  ist  immer   leicht  abzaleiten.     Denn  wirkt  auf  das 
Gewicht  P  die  beständige  Kraft  Q,    so  ist  die   Beschleunigung  x=^^ 

Daeh  der  Formel  Pig=^QlX.    Hier  ist  P^=^Py  X^=-r^ ,  also 


^     P  '  ^      g 


ist.  Da  alle  Punltfc,  übe»  oder  unter  der  Äxe,  ib  gleicher  Rich- 
tung (Irclicn,  8o  kiinn  man  alle  diese  l'aare,  die  in  parallelen, 
aul  AB  senkrechten  Ebeuen  wirken,  in  ein  einziges  zusammTO^ 
setzen,  dessen  Moment 


<'-?)=.^"-'' 


m 


1 


wenn  S(pr*)  bedeutet,  dass  die  Grüssen  pr*,  auf  alle  Punkte  des 
Körpers  bezogen,  addirt  »erden  sollen,  und  welches  Paar  in 
einer  aul'  Jß  senkrechten  Eliene  wirkt.  Dieecs  letzte  Paar  mus» 
vorbanden  sein,  wenn  die  Beschleunigung  ^  statt  halten  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6),  das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  wirkt.  Daraus  folgt,  das»  -^  so  Lescbaffeti  sein 
inues,  dass 


PÜBia'p 

Denken  wir  uns  nun,  der  Kürper  PQ  stelle 
von  der  Länge  /  und  dem  Gewichte  Q  dar,  f 


i 


in  einfaches  Peadd 
ist  offenbar  in  (^: 


R  =  l.    P=Q,    S(pr') 
zu  setzen,  und  die  entsprechende  Besehleunigung  'fi'  findet  sich; 

CM'siiiij)         sini)) 

Sollen  nun  das  einfache  und  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
dieser  (q>  entsprechende»)  hage  gleiche  Bewegung  haben,  so 
muBS  -^^^'j  d,  h. 


PRsintp      ffeimp 
nicht  mehr  vorkommt. 


'—   PK 


(10) 


sein.  Da  hier  cp  nicht  mehr  vorkommt,  so  gilt  es  unabhängig  von 
<fi,  d.  h.  das  einfuche  Pendel  von  der  Länge  po"  batgenuudie- 
selbe  Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  heisül 
—  die  Masse  des  Körpers;  ist  sie  ^S,  so  ist  P=Sg,  und  wenn 
E  das  Trägheitsmoment,  so  ist  S{pr^)=:gK,  also 

SR 


1-- 


Heisst  K'  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  mit  AB  parallele  Aie 
wie  leicht  abzuleiten: 


i  ist, 


also 
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'~ÄÄ+*' 


Nach  dem  Vorgang  von  Goriolis  (Berechnung  des  Ef- 
fekts der  Maschinen)  wäre  es  zweckmässiger,  die  Summe 
S(pr^  geradezu  als  Trägheitsmoment  K  zu  bezeichnen  ^  so  dass 
dann 


und 


/=:^,  (11) 


Jf=Ä'  +  ßap,      l=pj^  +  R.     (12) 


Weitere  Entwickelungen  hiervon  zn  geben,  liest  jetzt  nicht  in 
meiner  Absicht;  ohnehin  ist  es  nicht  schwer,  die  Theorie  des 
Reversionspendeis  aus  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 

fanz  elementar  geschehen  kann,    wie  ich  dieses  auch  immer  beim 
Fnterricht    thue.    Die  Formel  (5)   ist   somit,    unter   der   letzten 
Annahme: 


^-^V      PRg     -  \  PRg^ff' 


(5) 


worin  also  T  die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesSt,  während  die  Linie 
GCXß)  von  ihrer  äussersten  Lage,  wo  sie  den  Winkel  a  mit  der 
Vertikalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  geht.  Was  den  Werth 
von  M  betrifft,  so  ist  für: 


«=0,    M=^, 

«^220, 

i(r=  1,58639. 

«=20,   itf=  1,57091. 

«=240, 

üf- 1,58819. 

tt=4o,    Jtf=l,57l27. 

«=260, 

y|f =1,59125 . 

«=60,    ilf=  1,57187. 

«=280, 

ilf=  1,59456. 

«=80,    üf=  1,57271. 

«=300, 

itf=l,59814 . 

«=10o,  i»f=  1,57379. 

^     «=320, 

M=  1,60197. 

«=120,  ilf =1,57511. 

«=340, 

iPf=  1,60608. 

«=140,  Äf=  1,57667. 

ft=36o. 

i»/— 1,61045. 

«=160,  Jlf-1,57848. 

«=380, 

«= 1,61509. 

«-180,  if- 1,58054. 

«=40», 

üf- 1,62002. 

«=20»,  i«f=  1,58284 

u 

1.  s.  w. 

XXiV. 

Vebuiigsanrgaben  für  Schüler. 


f 


Sei  O  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  Spitze  einer  Parabel,  OC  den» 
Axe  und  ihre  Gleichung: 

Man  mache  OC^=OB=.j  ,  ziehe  an  irgend  eitiep  Punkt  C  der  Pa- 
rabel die  Linien  DE,  CE,   so  ist 

DE^  +  ^=iCE(p+CE). 

Wäre  allgemeiner  OC^OD^e,  so  hätte  man; 


Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10.  OA  =  OB=e,  mau  mache  OD^ce 
(worin  e  willkühTlich,  ganz  oder  gebrochen),  ziehe  um  O  mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r  einen  Kreis ;  an  einen  Punkt  F  in  des- 
sen Umfang  ziehe  man  die  Linien  AF  und  BF,  so  ist: 


,(ri±^y 


oder  wenn  man  lieber  mll: 

(1  +  1),<F«+  (1— .)  ÄF»=2[r»  +  e»(l-i«)]. 
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Ffir  E=0  ist  />  in  O.  und  dann 

'elcber  Satz  besonders  leicht  aasgesprochen  werden'kann. 
Für  €  =::  1  Ist  Z>  in  ^  9  und  dann : 

ne  natürlich. 


in  I  s  c  e  1 1  e 

Bezeichnen  a^  b,  c  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
cks  und  e  dessen  sphärischen  Excess>  so  ist  immer 

1  11  1 

1  +  cos2a  +  cos26  +  cos2c  +  SScos^a*  öös  ^  &*  <ios  5  c*sin  0  c* 

=  cos  (a  +  Ä  +  c)  +  cos(a  +  6 — c)  \-  cos(a  +  c — 6)  +  cos(6  +  c— a) . 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue^  Professeur  d'Hy* 
rographie  ä  Bayoniie,  In  den  Mouvelles  Annales  de 
^ath^matiques.  Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  folgende  Art 
s^iesen. 

Bekanntlich  ist,  wenn  A,  B,  C  wie  gewöhnlich  die  Winkel 
^  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen» 
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e=4+Ä+c— laoo. 


8lD5e= — eo8 ^(A+B+C)  . 


Dtwickelt  man 


cos^iA+B^C) 


ittdst  der  bekannten  Formeln 


1^ 

j  cos  2  C         j 

sin^(A+B)= j —  cos  2(0—6), 

COSü  c 


:cos2(o— 6)— cos2{"+frj{  i 


Ä^stnC. 


Drückt  man  naa  sinf  in  ilcil  Selten  des  Dreiecks  ans,  so  erhlU, 

man  l 

._  (cosc —  cosncosi)*  ,' 

■     _        (1— coBa^i{^~"''^'^')~*'9^ — coBa*coB6'  +  2cosacoB&ctwt     - 
^V  ^  BiiKf^Bini* 

1  f  2eos(icos/n:osc — cns«^ — cosi' — cnsc' 

4cosa  cosAcosc — cos2« — co82fi — cos2c — l 
32  sin  2  o*si«  s  fi^cos  a  a'coa  5  fr* 
Führt  man  diesen  Ausdruck  von  sJnC?  in  die  Gleichung 

sin  a  e'  cos  5  «* = ein  5  a*si  n  0  fi^InC 
ein,  SQ  erhält  man  «ach  gehünger  Reduction: 
I  -I-  cos3a  -I-  cos2  b  +  cos2c  +  3! 

^4cosacos&cosc=2cos(a-|-A)cosc  -|-2cos(a— Ö)cosc 
=  cos(a+A+c)  +co9(a+6 — c)  +  co8(o+c— 6)+cr>s(6+c-«), 
welches  der  xa  befreisende  Satz  war. 


Uerarlisclier 


Bericlii 


O  e  o  m  e  t  r  i  e. 

',  Der  JahreEbericht  für  die  Mitglieder  der  Harnt 
fisch enmatbenintischenGe&enscIiaft  l'ür  ISSOenthältaus- 
ierdeaNotizenüberilieSchicksatederGrselbcharteinenrecht  interes- 
MDteo  Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacher  in  Alto 
aVeber  die  geometrische  Trisection  des  Winkel.  . 
^iUiecongs weise  durch  fortgesetztes  Halbiren.  Selbst  für  den  Ge- 
such als  Uebung  bei  dem  geomelrisdieD ,  und,  weil  unendliche 
Ibeiben  dabei  in  Aniveitdung  kommen,  aucb  bei  dem  arithmetiachen 
t)lQterrichte  auf  Schulen,  möchten  «vir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
nathematik  zur  Iterücksichtigung  anempfehlen.     Die  beigegehene 

Ehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  höchst  kuDstgeübten 
lad  Herrn  August  Hepsold's  verfertigt. 


i  t  r  o  1 


o  m  I  e. 


Aus  C.  L.  von  Littrow'e  Kalender  für  alie  Stände. 
1851.,  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
Werteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  sich  sehr  geeignet  er- 
iveieet,  ist  ein  kleines  seht  hühauhes  Kärtchen  i'lber  die  Erscbei- 
köngen  der  am  "iMsten  Juli  1851.  eintretenden  grensen  Sonnenfih^ 
tiecnisB,  welche  in  Eurofia.  Asien  und  Amerika  sichtbar  )<ein  wini, 
lebet  einer  zweckmässigen  Erläuterung  («eines  Gebrauchs,  benon- 
km  abgedruckt  ers<:hienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astrn- 
nke  auf  diese»  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  in  Rede 
■stabenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht  iierade  genaue 
Rechnungen  selbst  anzuHtclIen  Willens  ist,  vun  diesem  Kärtchen 
«ebst  seiner  ErlSnterung  gewiss  vnrt heilhaften  Gebrauch  machen 
>rlrd.  Uie  Linie  der  centralen  Verijoisterung;  ^ebt,  um  nur  ein 
t^aar  grössere  älüdte  zu  erwühnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
tkstrolenka,  zwiacben  Elbing  in  Westpreossen  und  Brauns- 
'«rg  in  Ostproüssen  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Danzig  und 
äotoenburg  in  Schweden  vorbei.  Kilnigsberg  liegt  noch  in 
Icr  Zone  der  totalen  Vcrlinsterung,  nicht  weitvnn  deren  ncirdlicher 
Eb^nse,  sn  wie  aucb  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
%talen  Verlinsternng  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt. 
'^'**  *!  auf' der  nVirdrK^en  GrSnze  der  totalen  Verfinsterung  liegt 


UM«^« 


sie 


^         n|< 


£.  B.  Goldapp  in  Ostpreussen.  Dagegen  gerade  auf  der  südli- 
chen Gränze  der  totalen  VerÜDsterung  liegen  z.  B,  Tarnopolf 
Lubiin,  Plock,  Helsingborg,  Zwar  schon  ausserhalb  der 
Zone  der  totalen  Verfinsterung,  aber  doch  nicht  weit  Ton  deren 
südlicher  Grimze,  lieMD  Thorn  in  Wesipreussen,  Bromberg 
im  GroBsherzogthum  Posen,  Coeslin  in  Hinterpommcrn,  YstadI 
und  Malmoe  in  Schweden,  Kopenhagen;  etwas  weiter  roo 
dieser  Gränze  Odessa  und  Lemberg.  Für  Greifswald  wird 
noch  ein  sichelfurmiges  Stück  der  fjonnc,  dessen  griisate  Breite 
etw«  ^  des  Durc^ttt^sers  der  f^niTe  betrügt,  erleuehtet  bleibeo, 
oder  die  Verfinsterung  wird  hier  etwa  ll'/3  =  Il,7  Zoll  beiragen. 
Der  Anlaiig  der  Fii>sterniss  wird  hier  in  Greifswald  etwa  um 
3f.  4™  mitllerer  Zeit  eintreten;  für  Wien  ist  die  Dauer  der  Finstet- 
üiss  2  Sliiriden  3  Minuten,  und  nimmt  man  oan  den  Längenunter- 
Bchied  zwischen  Gfe ifswal d  «ftd  Wien  nach  der  Connais- 
siince  des  temps.  1850.  2'/a  Grad  an,  so  ist,  da  Greifswald 
westlich  vr>a  Wien  liegt,  fSr  ersteren  Ort  die  Dauer  der  Hnster- 
n^  2  Stunden  3  Miouten  plus  V/i-  \  Minuten=3  Stunden  3  Mi- 
nWeii  +lVa  Min,  =2  St.  i%  Min.,  so  dasa  also  da»  Ende  dn 
Finqterniss  in  G  relfsnald  etwa  um  9''.  8",  9  mittlerer  Zeil  stalt- 
finden wird.  Man  sieht  aus  diesem  Beij^piele,  wie  leicht  raan 
mittelst  dieses  Kärtchens  die  Haiiptumst finde  der  Finstermss  ISr 
«einen  Wobrrnrt  im  Vnraos  bestimmen  kann,  wenigstens  m'rf  <Hi\ti 
Cenauigkeit,  die  zur  gehürigen  Vorbereitung  auf  die  Beobachtnn- 
fecn  hirjterchend  ist.  Herr  von  Littrow  verdient  daher  fDr  die 
VeritSentih^hung  dieses  bübschenKSrtehens,  auf  das  wir  tiochnmls 
alle  LiebhftFi*r  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  wSniwten 
Dank,  und  »ird  durch  dasselbe  der  am  'J8.  Jut!  nSch.^ten  JalinB 
zn  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  Reohach- 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  guten  Taschenuhr  versehen  sein 
luCsseD,  gewinnen. 

Physik. 

Lehrgang  der  mechanischen  Na  tnriehre  für  hüber« 
UBterrichtsanstalten  von  Dr.  G.  Kars  ten,  Professor  de( 
Physik  an  der  Universität  und  an  der  Mari  nescliule 
SU  Kiel,  Erste  Abtheilane.  Allgemeine  Pbvs  ik.  Hit 
6  Kuiifertafeln.     Kiel.   I85T.  8. 

WeuD  auch  dieses  l.ebrbiich  für  biihere  Cnterricbtsanstalteii 
liberhaupt  bestimmt  ist,  so  iet  sein  nächster  Zweck  doch  der,  anf 
der  neugegründeten  Seekadettenscbule  in  Kiel  dem  physikalischen 
Unterrichte  als  Grundlage  zu  dienen.  Deshulb  hat  der  Herr  Vf- 
mit  voliom  liechte  in  Besug  auf  Statik,  Mechanik  und  MaachiDMi- 
lehre  den  Kreis  dieses  Werkes  bedeulrnd  weiter  gezogen,  alt 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbrichern  zu  gescneheu  pflegt 
Denn  es  enthält  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  so- 
genannten einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen  liem- 
Uch  vollslaiulig ,  sondern  es  sind  auch  alle  übrigen  Maschinen, 
welche  auf  Schiffen  nnd  hel'ni  Schiffbau  Anwendung  finden  mi>di- 
ten,  mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  VoU- 
ständigkeit  betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematische  Keont- 
lÜMe»  als  die    gewöhntichsten  Elementarlebren  der  reinen  Hatbc- 
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matik  vorauszusetzen.  Werui  wir  aber  nuuh  in  der  Mechanik 
fetiler  Körper  das  BulIi  Tür  hinreichend  volliitundig  halten,  so 
scheiiil  Ulla  in  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
ben zffsein.  Denn  was  in  §,  130.  Aber  die  Lehre  vom  Metaceniruia, 
neivhe  ja  für  den  Sc^hiffliau  rücksichllich  der  Be^lirninutii;  der  Slabi- 
titSt  oder  fitteire  der  ."Schiffe  an  unendlich  wichlig  ist,  gesagt  ivor-' 
den  ist,  hatten  n-ir  fn  Bezug  auf  den  Haii|itziveck  des  Buchs  doc^ 
in  der  Thai  fWr  eu  wenig  und  zu  nngenügend;  und  ei)en  das- 
selbe gilt  von  §.  147.,  wo  der  Herr  Vr.  von  dem  Widerstando 
flfiBkiger  Kürper);eßmiiu  ihnen  bewegte  TesteKürfier  handelt,  von  der 
ja  auch  eine  MenK«  *ler  tvichlignteo  nautischen Uaupllebren,  k.  B. 
^e  Lehre  von  der  .^bdrifft,  die  Lettre  von  der  vurtheilhaiiesleu 
Stellung  der  Se«gel,  die  Lehre  vom  kjeegel|iunkte  u.  s.  w.  u.a.  wj 
tediglich  abbängen.  Geben  wir  auch  gern  eu,  dass  sich  rücksichtlicb 
des  Widerstandes  der  Herr  VT.  in  einiger  Verlef^enheit  belundea 
haben  mag,  da  diese  Lehre  allerdiriss  noch  aut  sehr  unsicheren 
Grundlagen  beruhet,  so  duiile  er  docn  diejenigen  Sittie  uicbt  unrs 
«m-ähnt  lassen,  die  von  den  runomniir testen  Lehrern  der  SchiSa« 
bankunst,  z.  B.  von  Chapinan,  Duhamel  de  Monceau,  u< 
S:  w.  allgemein  lecipirt.  und  in  der  That  keine  andereU 
sind,  als  die,  von  denen  schon  Johann  Bernoulii  in 
der  sehr  schünen  Schritt:  „Essai  d'uiie  nouvelle  th^orial 
de  la  manoeuvre  des  vaisseaiix.  (Upera  omnia.  Tom.  11.^ 
ptig.  10.)  ausging,  und  die  auch  später  Leonbard  Euler  sowoM 
m  der  Scientia  navalis,  als  auch  tu  der  Theorie  de  iB. 
eonstruction  et  de  In  manoeuvre  des  vaisseaux  sor 
Grundlage  seiner  Untersuchungen  machte.  Auch  hätte  wohl  hier-i 
bei  des  in  der  Geischichte  des  Schiffbau's  merkwürdigen  Streite 
2wi»icfaen  Renau  und  Huyeeas  (zugleich  mit  Beziehung  auC 
den  ältesten  griindlichereti  Schriftsteller  über  Schiffbau ,  den  Pat^ 
Paul  Hoste,  Prof.  de  Math,  ä  Toulon,  dessen  Tht^orie  de 
la  cons truction  des  vaisseaux  IÜ97  in  Fol.  erschien),  in 
welchem  Johann  BerRouMi  zum  Schiedsrichter  angerufen  wurde, 
mit  einigen  Worten  geJatht  werden  können.  Die  für  die  Lehre 
von  der  Steife  der  Sehiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metacentrum 
beruht  dagegen  auf  ganz  sicheren  theoretischen  Grundlagen,  und' 
bedurfte  ilirer  grossen  Bedeutung  wegen  auch  selbst  in  einem 
Bhysikali sehen  Lehrbuclie,  das  für  f^chifffahrtsschulen  bestimmt, 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge> 
geben  worden  ist.  Seihst  rücksichtlich  der  Bestimmung  des  De- 
placements enthält  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  die  Scbiffs- 
Aicbuug  (Jaugeage)  vermissen  wir  auch  Genügendes.  Aber  abge- 
sehen hiervon,  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  das  vorliegende,  dem  physikali- 
schen Unterrichte  auf  einer  deutschen  Schifffabrtsschule  zum 
Grunde  gelegt  wird,  weshalb  wir  dasselbe  herzlich  willkommen 
heissen,  und  dem  Herrn  Verf.  iür  seine  Herausgabe  ku  Dank  ver- 

R Sichtet  sind.  Vielleicht  wird,  was  wir  nicht  wissen,  auf  der 
farineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
festbr  und  flnasi«e[  K~>rper  ertheilt,  wodurch  die  oben  gerügte 
nur  ganz  oberiläch liehe  Berührung  mehrerer  liir  den  Schiffbau 
hncbst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuchs  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 


Dl» 
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Anleitung  zum  Schiffbau   roit  G.  L.  tlggla,  IcSnigir^ 
cheiD  Conslriicteur.    Aus  dem  Schwedischen  übersetif 
rt  mit   einem  Anhange 


und  vier 
Schiffs- A 
«".  2  Thlr. 


chitecte 


(21 
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mehreren  Tabellen 
R  Julius  PrSmmel, 
).     Hamburg.     1850. 
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l>er  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  Vf.,  in  der  Haupt- 
sache ein  Auszug  aus  dem  Tractat  über  den  Schiffbau,  mit 
ErlSuterungen  zur  Arohitectura  navalis  roercatoria  vos 
F.  H.  «OH  Cliapman.  Stockholm.  1775.*>  Da  das  Werk  vod 
Cbiipmaii  sehr  deutlich,  ohne  grossen  Aufwand  matfaeni atischer 
KenntniHSc  verfasst,  und  aus  langjähriger  vielseitiger  Praxis  her- 
vorgegangen ist  (ChapmaD  gilt  in  Schweden  immer  nach  fiii 
den  grässten  Conslructeur,  und  Schweden  hat  sich  bekanntlich 
immer  durch  den  Kau  seiner  Schiffe  aussezeichnel) ,  so  haben  sieb 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herausgabe,  als  auch  der 
Herr  lleliersctzer  durch  die  Uebertragung  dieses  Werkes  auf 
deutschen  Boden,  nm  Jeden,  der  eich  fSr  ilcn  praktischen  Sch'if< 
bau  interessir^,  jedenfalls  ein  Verdienst  erworben.  l>ee  lubalt  ist 
fdlgender:  Erklärung  der  verschiedenen  Bisse  2u  einent  Schiffe 
(Seiten  Riss.  Planten-Ktss.  Spanten-Biss  u.  s.  w.). —  tirunds^M 
des  Schiffbuaes.  —  Lieber  die  Lage  Ans  tiravitfits-CentramB  des 
SohiiTeB,  dessen  Lnfgierigkeit  und  Steile  iKtbst  Bereibnung  de* 
Denlacenienls,  des  tiravitäts-Cenlnims  und  des  Metaceutrums. ~ 
Uener  das  Segel-Areal,  den  Wirkunj^spunkt  des  Segelsystenw 
und  die  Verhältnisse  des  Rundholzes-  —  L'eber  die  Staitong  und 
Belastung.  —  öeber  das  Aieal  des  Ruders  und  dessen  Breite.  — 
Technische  Benennungen  der  rerschiedeiien  Hm  ip  tat  [icke,  woraa« 
ein  Schiff  susammcn^esetzt  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  ein- 
ander (rn  zweck mjj SM iger  Kürze  sehr  belehrend,  auch  für  Laien). 
—  Ueher  das  Hnndhölz.  —  Der  von  dem  Herrn  Uebersetzer  hin- 
gegebene Anhang  ist  vorzüglich  durch  die  vielen  vnllständig  an»- 
;efilhrten  numerischen  Beispiele  sehr  instructiv.  Möge  dieses 
allgeinetnen    Verbreitung    richttger  Iheoretisi'her    unil 

Srakliscber -Grundsätze    ^her    den  SchiDliau   unter  den  deutsch«» 
chiffbau mustern  kriiftigsl  l»eitragen! 


t 


fVergl.  anch  vorher  Physik.) 


*)  '  Wir  lieliicrlicn,  da^i  «on  der  fnuzniisrlien  UBberveMnng  ß*tm  . 
Werkii:  TrBit6  de  la  cnnatruotinn  dea  taiiieaux  el«.  f«t.E; 
H.  do  ChB^Hina.  Tradait  da  SiK'rioia  pur  M-  Viiil  du  Clair- 
bols  im  Jahre  1839  eine  mit  einem  neuen  Titel  irraelieuE  neiia  An' 
gäbe  veriUiKtallet  wurden  iat.  Diete  franiciiiaHie  lJe^e^aeUUl>g  acbMit 
cu^llcfi    cmpfchlinswertli.      Eliie    deuIaclMi  Uclieraetzuiig    jd,    M 
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Jiiterari^clier   Bericlit 


Oeschichte  der  IHatliematik. 

Die  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Römer 
über  die  Erde  als  Himinelskürper.  Von  Dr.  Ludw. 
Oettinger,  Grossh-  Bad.  Hofrathe  und  Prof.  der  Mathe- 
matik zu  Freiburg  i.  B.    Freiburg.      1850.    4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  sehr  inter- 
essantQ  Zusammenstellung  der  Vorstellungen  der  Alten  liher  die 
£rde  als  Himmelskörper»  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortgeführt.  Dem  Aiterthum 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Eigenthümlichkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
von  den  späteren  Schriftstellern  (Cleomedes  und  Ptole- 
mäus  an  den  Orten,  wo  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  Mondßnsternissen, 
welche  Aristoteles  aufführte,  erwähnt  wird.  —  Ort  und  Bewe- 
gung der  Erde  sind  im  Aiterthum  zwei  zusammengehörige  Be- 
griffe. Nur  wenige.,  weiter  sehende  Männer  wussten  sie  zu  son- 
lern.  Aus  den  gegebenen  Mittheilungen  geht  aber  ganz  unzwei- 
leotig  hervor,  da^s  im  Aiterthum  die  Grundzüge  des  copernica- 
lischen  Systems  ausgesprochen  waren.  —  Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  ^  man  im  Aiterthum 
erkannt,  aber  nicht  gegen  die  Erdbahn,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwärtig  erkannt  ist.  —  Die  Gradmessungen  des  Alterthums 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  Grossenbestimmung  der  Erde 
zu  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
die    im  Aiterthum  aufgefundenen  Methoden  bilden  noch  jetzt  die 

Bftiid  XVI.  ■  .     vsL 


Grundl^en  Itlr  die  tirüssenbestitüinung  iler  Erdr  durch  Grad- 
messung«ri.  —  Durch  die  in  dieser  Abhandlung  «leifebenen  Nach- 
w«imint;Mi  dürfte  Dun  die  Uefiauplun;;  gerecht  fertigt  sein,  dass 
diejenisen  Unrecht  thno,  welche  die  Verdienste  der  Allen  in  Be- 
erNntlnni;  der  Astrimamie  als  Wisäenscbafl  kd  entiverthcn  sieb 
bemühen.  —  PtoloiuSus  schloss  die  Reihe  der  bedeutenderen 
Aütrimonieii  des  AlterthtimB.  Er  scheint  mehr  mit  beobacbten- 
dcm.  a\s  mit  echiipfcriscbeiu  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  nod 
"       ■"    '       '       i  Verdienste   nicht    zu  nahe  a:etreten  werdeo. 


,    ctass  er  Copen 


a  Stelle 


r  mit  schripreriscbem  Geiste  Alle 
welche  ihm,  trie  wir  ans  meinen  Werkfln 


Der  Gedanke  aber 
hätte  einiiebmen  kiinnen 
die  MitUf  erfasst  hätte, 

«eben,  «eine  VorojHnger  als  Vermächtnis«  hiuterliessen,  and  wenn 
er  sich  von  den  Siiineneindrücken  hätte  losreisfen  kÜiiDcn.  »on 
denen  sich  dieselben  schon  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  & 
war  ea.  welcher  (Alm.  Lil».  I.)  ilie  Wahrheit  der  SinneneindrHcfc« 
den  richtigem  Ansichten  anderer  t;ei;cnüber  zu  begrSnden  snchte.— 

Dies  aind  etwa  die  von  dem  Herrn  Tf.  selbst  in  der  VotM^B 
«aitihall  gemachten  Hauptpnnkte,  welche  in  dieser  interesflanlen 
und  lehrreichen  Schrift  weiter  ausgefiibrt  werden. 


O  e  o  lu  e  t  r  j 


^ 


Geometrische  Anulysis.  Eine  systematische  An- 
leitung zur  Auflösung  vtiii  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf  rein  geonie triiicbem  Wege,  fü'r  die 
biibitra  .bkla»i$«n  der  tiy oinaaiea  und  RealächaloB  vea 
Dr.  Christian  üeinrich'iNagel,  Reetor  der  Realanstali 
zu  Ulm.    Ulm.    18SÜ.    8. 

Wir  bogrfissen  diese  Anleitung  zur  geometriseheD  Analysis 
mit  grosser  Freude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anfängern  auf 
dem  von  den  griechischen  üeometern  uns  vorgezeichneten 
trefüichen  Wege,  —  der  denn  doch  nnn  einmal  der  einzig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  hielltt, 
—  eine  sehr  gute  mettindische  AnteKung  zur  Anflüsung  geonietri- 
ächer  Aufgaben  giebt.  Alle  pudagogisc)ien  Kunststücke,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  nameutlich  Lei  dem  geomelrisehea  Elementar- 
Unterrichte  machen  sieht,  taugen,  —  insolern  sie  nicht  bloss  eine 

3anz  oberflächliche  ge.umetrische  Uildung  bezwecken,  die  atler- 
ings  auch  für  manche  Individuen  ihre»  Nutzen  haben  kann,  — 
nacD  unserer  innigsten  Ueberzeugung  gar  nichts,  und  man  ivird 
durch  dieselben  nie  einen  Knal)en  zum  Geometer  machen,  ja  sie 
werden  auch  nicht  einmal  zu  irgend  einem  praktischen  Bernf,  der 
hauptsächlich  in  einer  mathematiscbeu  Grundlage  wurzelt,  tüchtig 


bemii  bildend  Nor  wen»  man  bei  dem  gevnietriscijtii  Uuterrichle 
mr  strengen  Methode  der  Alten  zurücb kehrt,  wobei  eicb  jedoch, 
was  schon  ii(*ter  von  nns  bemerkt  worden  iet,  immer  nncb  ein 
eewisser  Mittelweg  iuoe  halten  liisst*),  wird  man  wafarhaft  glück- 
liche Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Anfllsimt;  geometrischer  Aufgaben,  wn  jede  nicht  nucb  der  stren- 
gen Metbode  der  Alten  versuchte  Auflösung  r.»  blossem  Berum- 
txppea  und  Herurasuchen  fuhrt,  ohne  alle  eigentliche  iVIethode; 
ana  wird  dann  zufnilig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Zufalls,  der  ßlr  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufällig 
Aftt,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  Ireucn  uns  daher  noch- 
mals sehr  Üher  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,  die 
eiAeia  wahren  Bedürlnisse  abhillt,  und  heissen  dieselbe 
Un  Interesse  dee  wahrhaft  Frucht  tragenden  geonietri  sehen 
ElementarunterricbtB  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
hat  der  Herr   Vf.  sich    ganz    an   die   strenge   Methode    der  Alten 

Schalten,  und  überall  Analysis.  Synthesis,  Üetermination  und 
eweia  von  einander  streng  unterschieden,  und  darüber  überall 
■ehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben;  sein  Ituch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes,  übet  dagegen  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen, was  vorgerückteren  Schülern  und  Lehrern,  die  in  diesen 
DiDsen  noch  zu  lernen  haben  und  lernen  wollen,  ein  trelHiches 
Ralfsmittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 

KB  ist,  Ist  (Vir  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
Bbsichtigte,  gross  genug,  fjchon  ein  blosser  Ulick  in  dieses  Bach 
tbnt  einem  in  der  strenirfii  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl,  gegenüber'  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden (leschnütz,  was  man  jetzt  namentlich  inpädago- 
riscben  Zeitscbrilleo  häniig  über  den  matHematischen  Unterricht  an- 
Üfln.  Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
jJWörtemherger"  erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  der  Ma- 
ftematik  und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
'Wohtnnd  erinnert  sich  mit  dem  würmstenDanke.dassWürtemberglange 
Smtdie  eigentlichePQaniiNtStteder  strengen  Geometrie  in  Deutschlund 
war.  Was  er  über  ITlei  d  ereraul'S.V.  der  Vorrede  sagt,  unterschrei- 
ben wir  vollkommen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
«lidere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kOn- 
nen,  und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Hanber  (den  Comraentator  des  Eiiklifies 
tind  Herausgeber  srrcbimedlscher  Schriften),  an  Schwab  (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklides  nach  Robert,  Sims  on), 
■ti  Camerer  (den  trefQicheu  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
Otäus),  an  Bohnenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Afu- 
ier  geometrischer  Strenge    im    Geiste   der   Alten  ist)    und  noch 


•)  M.  1.  I.  B.  im  IJt^^nr.  Rcr  Kr.  U».  S.  751.  dlfi  AnT.ei^p.  v„n 
Ichlömilcb'a  aiisgcKpirluirler  Gi-oinGtrie  des  Maaisea . 'die,  wenn  accb 
^cht  nacb  der  Mrihtide  dm  KiiklideB,  aher  dncti  in  demiielben  stren- 
■en  Geiste,  welcher  hniTptitüehiii-h  die  GeoDiclrle  der  Allen  cbavskte- 
ÜdH,  RligcfoiHt  i«[. 


I  jedoch.     ^^^1 


ticio  andere  'Wurtembereer  zu  erinneru  braueben;  ja  aiicli  der 
tEefflicIie  L'Htiilier,  fter  so  vieles  Aus^iezeicfaiiete  auch'  aul  cleiu 
Gebiete  der  reiueu  Geometrie  geleistet  liat,  und  sieb  lange  bei 
Pfleiderer  in  Täbinc;eii  aitfhielt  (er  sagt  in  der  Vorrede  zu 
■einer  Principiorum  calcnli  din'erentiali»  et  iatetrriilis 
expositio  elementaris.  Titbingae.  17ü5.  p.  11.:  „AiuicuK 
meus,  Ihi.  Pfleiderer,  Phys.  et  Matb.  Prof.  in  Universitate  TuUin- 
fiennt,  refugiiiro  mihi  secüm  obtulil:  ubi  studiis  ad  Ievando8  dolu- 
W  intentiis,  queead  nnvaniDissertafiftnis  meae  editinneni,  diidum 
necessariani  visam,  Rpareini  praeparaveram ,  in  ordinem  redest,  et 
CODI  an  ICD  eoHiTnonJcavi ,  ipsiu&qne  nbserTutiones  cnnsului;  quo 
facliim  esse  epern,  ut,  quod  puttlien  nunc  nffem.  neriptum  utile 
Bit  necejusatlentioneindvifnuni")  kann  mit  bierher  gerecbnet  werilen. 
Aber  «nlcbe  tarnen  kennen  freilich  unsere  Püdago^ea  jetzt  tiidbl 
mefar;  wie  kiinnte  das  aber  auch  anders  sein,  da  nie  den  Eukli- 
des  nicht  mehr  lesen,  dessen  eilrigeti  iStudiiim  ihnen  jedoch  pr- 
vris^  sehr  anzuiathen   wäre! 

Einzelnes  a'X'i  dem  Buche  des  Herrn  Rector  Nagel  nneuFuh' 
reti,  verbietet  uii»  leider  der  Kaum;  um  aber  zu  zeigen,  vriesehr, 
hei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  desselben,  ohne  allen  ge- 
lehrten Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht  anzubringen  geweseu 
wäre,  und  leichten  Verstündliehkeit  seines  Inhulls,  darin  Jer  Gcifit 
der  Alten  weht,  können  wir  uns  nicht  versagen,  zum  Scblnsa  In 
der  Kürze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben: 

Erstes  Buch.  Ueber  die  ]\atnT  nnd  Aber  die  Tbeile 
«iner  Ant'gabe.  Die  Natur  der  Aufgabe.  Von  den  Hanpt- 
l.estaiidthcilen  einer  Aufirabe.  Von  drr  Aufgalie  im  pnsern  Smw. 
Von  der  Construction  \>>n  "ileni  B«"pise.~  Von  der  l>eteriiiina- 
tinn.  -  Zweites  Blich.  Ueberdie  geoni  ef  ri  sc  he  Ana- 
lysis.  Wesen  der  geometrischen  Analysis.  Auflusung  einigei 
geometrischen  Aufgaben  durch  Amvendun^  der  geometriscliien 
Anaiysis.  Der  Zusammenhani;  der  geometrischen  Analysis  mil 
der  Constniction  und  dem  Beweise.  —  Drittes  Btieih.  Die 
verschiedenen  Hauptvvege,  um  zur  Auflösung  geonie- 
trise her  Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
über  diese  Wege.  Die  Auflüsung  der  Auleaben  durch  Analnitie. 
Die  AuflüsuDg  der  Aufiraben  durch  Reduction.  Die  Auflösung  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Aiiilösung  der  Aufgaben  durch 
Data  (machte  man  doch  die  ..Dednmena"  oder  „Data"  Aeit 
Euklides,  dieses  küsttiche  Ueberbleibsel  aus  dem  griechischen 
Alterthume,  wieder  eiirigst  studiren!).  Die  Auflösung  der  Äuftja- 
heil  durch  geometrische  Oerter  —  Viertes  Buch.  Lehre  vod 
den  geometrischen  Uertern.     Anhnnij.  Sammlung  von  Aufgaben. 


Astronomie. 

Storia  Celeste  del  li.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
17Ö'2  al  ISia  Parle  seconda  J803— 1813.  Tomo  uonn 
1811-181.3,  Viennn.  184!).  4.  Auch  unter  dem  Titel; 
Annalen  der  k.  k-  Sternwarte  in  Wien.  Mach  dem  Be- 
fehle .Seiner  k.  I(-  Majestät  auf  Öffentliche  Kosten  ber- 
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isgegeben  von  C.  L.  von  Littro.w,  Director  der  Stern- 
arte und  o.  ö.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k» 
niversität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
3r  Sternwarte.  32.  Theil.  Neuer  Folge  12r  Band.  Ent- 
iltend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren  1811 
1«  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber.Nr.LVIIL 
790.). 

Mit  diesem  Bande  ist  die  höchst  verdienstliche  Herausgabe 
iT  Piazzi'schen  Beobachtungen  nun  vollendet^  wqzu  wir  den 
erren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  wünschen.  Die  eifrige 
snutzung  dieses  ausgezeichneten  und  schwierigen  Werkes  wird 
iT  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
s  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung  von 
A.  F.  Peters:  Ueber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
)T  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten.  (Nr.  745.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  N r.  L VI.  S.  773.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (März.).  S.  233.  Pohl: 
iszug  aus  seiner  Abhandlung  „Ceber  die  Siedepunkte  mehrerer 
soholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
n  den  Alkoholgehsilt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
en  zu  bestimmen'S  —  Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte 
le  grössere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
le  Reise  um  die  Erde,  welche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
311  werden  soll,  und  die  Betheiligung  der  k.  k.  Akademie  der 
issenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl- 
p  hat  diese  Reise  zur  Uebung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
ie und  zur  Förderung  commercieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
'iegsministerium  beantragt,  und  der  Antrag  hat  im  Ministerrathe 
en  den  Anklang  gefunden ,  den  er  verdient.  Die  Reise  soll  mit 
lem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
namen  werden,  und  das  Schiff  soll>  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
ege  über  das  Cap  Hörn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
.ch  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,  Singapure,  Ceylon, 
>mbay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
inister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten, Herr  v. Brück, 
rdert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Förderung 
rer  Zwecke  zu  benutzen,  und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
»rung  eifrigst  ergreifen  würde,  liess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
muten  grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
»r  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin  wfd- 
et,  nicht  anders  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
itgetl^eilten  interessanten  Verhandlungen,  welche  in  der  Akade- 
ie  über  diesen  Gegenstand  Statt  gefunden  haben,  genugsam 
3stätigt. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  Mathematische  und 
bysikalische  Abhandlungen,  im  eigentlichen  Sinne,  enthält  die- 
)s  Heft  zwar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
ideren  Gebieten    der  Naturwissenschaften,    z.  B.    der  Geologie 


uDd  Krystallographie.  Wir  erwJihnen  davon  nur  die  folgenden: 
S.  im.  V.  Morlot:  lieber  die  Niveaus  des  älteren  Diluviums  nod 
der  Mioceii-Formation.  --  S.  398.  Wedl  und  Müller:  tieitrSge 
zur  Anatomie  äea  SMeiliucIcti^en  Kanteies  (Cametiis  baetrianus). 
—  S.  4'2S.  Bouö:  Uelier  die  Palan-,  Hydro  und  Oro^rapMe  der 
ErdoljerflSi"he  »der  den  wahrscheinlicheil  Platz  des  Wassers  und 
des  Landes,  na  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
und  die  absolute  Hübe  der  Länder  und  ihrer  (iebirgc  nährend 
der  terschiedenen  geologischen  Perioden. 

Jahrgang  1H5.0.  Erste  Abth.  (Mai.)  «■  S04.  Anleitanp; 
zur  Ausfiiftrung  von  Beobachtungen  liber  die  an  eine  jährliche 
Periode  gebundenen  Erscbeinunjren  im  Ptlanzenreiche.  Nach  den 
Ideen  vriEi  Quetelet,  Spring,  theilneise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrtingen  von  Fritsch,  (Diese  aasfuhrliche  Abhandlung 
empfeblen  wir  allen  denen,  die  sich  mit  solchen,  Beobachtungen 
ivie  die  in  Rede  stehenden  heschüftigen  wollen.).  —  S.  54i.  In 
mehrfacher  Beziebun»  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Siniony  In  diesem  Hefte :  Ueber  die  Seen  des  Salzkammergutes, 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  S.  19.  Wilbeln. 
Werthelni:  Hauptresultate  seiner  neuesten  üntergachungen  über 
die  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Kewegung 
der  Hüssigen  Knrper.  -  S.  31.  v.  Ettingshausen:  Zur  Nach- 
Weisung  der  E»stenz  der  Wurzeln  algebruscher  Gleichungen. 
Betrifft' eine  neue  Einkleiduilg  des  dritten  Gauss'scben  Beweises 
des  bekannten  algebraisclien 'Hauptsatzes^  den  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  empfehlen.  —  S,  'M.  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Differcnliiil-Forinetri,  Betrifft  eine  der  Bertirk- 
sicbtii^iiiitr  sehr  werlli«  Vereiiifiicbun;;  der  in  den  Lehrbüchern 
gewöhnlichen  Behundlung  der  Intei^rale  von  der  Form 


/ 


—  S.  37.  Kreil:  Vortrag  über  das  Inductions-Inclinatorium  an 
der  Prager  Sternwarte  und  ein  selbstregistrirendes  Metalltbermo- 
meter.—  S  46.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Elämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  —  S.  82.  v.  Ettingshau- 
sen: Bericht  über  Spitzer's  Abhandlungen  aber  die  höheren 
Zahlengleichungen. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  119.  A.  v.  El- 
ti^gfihausen:  Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welche 
zur  Construction  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  dienen. 

—  S.  150.  Koller:  Bericht  über  Böhm's  Abhandlung:  „Beobedi- 
tungen  von  Sonnenflecken  nnd  Bestimmung  der  Rotations- Elemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  AbhoBdlong 
kurz  an: 

Neigung  des  Sonnenäqtiators  gegen  die  Ekliptik  .  .  .  G"  SC  6 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  SonneoSqiiators  76"  46'  9 , 
Tropische  Umdrehungszeit  der  Sonne 35321  Tage. 


819 

Die  voD  Lalaode  und  Delambre  gemaebten  BestimmuDgen 
geben  im  JUittel  reepective: 

7«  19';    780  60';    25,021  Tage. 

Kein  einziger  der  beobacbteten  Sonnenflecken  berechtigte  cur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Hemisph&ren  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen,  und 

6)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heiiocentrischen  Breite  über  35^  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  cwischenliegeiiden  Zone  am  häußgsten  vorkommeli.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppeisterne  betre^nd. 
Herr  Doppler  legt  in  dieser  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  nnd  Astronomen  angestell- 
ten Forschungen  vor,  welche  zur  Bestätigung  der  Richtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dahei  hauptsäcnlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sestini,  Astronomen  am  CoUegio  Ro- 
mano zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
ostervati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  'Memoria  seconda  intorno  di  colori  delle  stelle  de!  cata- 
logo di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma.  1847. 

l^ir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemerkenswerth, 
dass  wir  dieselben  nach  deii  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
iuhrungen  unseren  Lesern  hier  mittheiten  wollen: 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
nel-  oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
Meinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,    sondern  es  fmden  sich  unter  diesen  Sterne  in 

gar    nicht   unbeträchtlicher  Menge   von  oranger,    rother,    grüner, 
lauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von   gelblichem  Lichte  mit  theilweise  schwacher  far- 


biger  Nuancirung machen  beiläuflg  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
von  weissem  Lichte  betragen  ungefähr  y^  und  jene  von  oranger 

Farbe  etwas  über  y^  '         '         "^     "    ' 

etwa  ein  schwaches 


Farbe  etwas  über  Yg  —  so  also ,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 

9S  Yi0  von  allen  übrig  bleibt 


2.  Ganz  gegen  alles  Verrouthen  finden  sich  ferner  diese  far- 
bigen Sterne  durchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewölbe gleichftirmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  einzel- 
nen Farben  in   gleichem  Verhc^ltnisse   vertheilt  vor,    sondere    es 


hat  iu  üieser  BeziefaiiDg  ein  auffallen  der  hricbst  beacbteus>verth«t  t 
Unterschied  statt.  Eiiie.geDaue  von  fterrn  fiestini  selber  angß^ 
stellte  Veigleichaiig  zeigt  nämlich: 

a)  dass  die  weissen  Sterae  am  häußgsteo  in  der  nürdlicheu 
Uinimelshälfte  und  zwar  heiläufig  awisclien  60  —  W  nürdlicber 
Breite  «ich  vorlindon,  die  siidlichen  GcE;euden  dagegen  dann  sebr 

b)  dass  die  bei  weitem  meisten  Sterne  mit  latbigem  LicbtsJ 
innerhalb  einer  Zaae  liegen,  welche  beiläuGg  von  30"  nttrdlicJtKl 
bis  zu  30*  sfidliuher  Breite  reicht.  I 

Hier   luuss  berichtigeud    hinzugefügt   nerdeu ,    dass  raou  sicV  i 
durch  eine  Einsicht  tu  den  beigefiiglen  Cataing  leicht  davon  über- 
zeugt,   dass  dieser  (iCirtel    nichts  Heiliger   als  mit  dem  BimuielM- 
Ae(]uator  parallel    läuft. 

c)  dass  ferner  auf  der  nürdlicben  [liilfte  dieser  Zone  verbiltr 
nissmüssig  die  meisten  blauen  und  violetten,  in  der  südlichen  binge^ 
die  meisten  orangen  und  rolheo  Sterne  sieb  vorlinden.  -  ' 

d)  dass  es  weiter  von  allen  Partien  des  gestirnten  Hinimdt 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  beOndlich^ 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  and  violette  Sterne  vorkonimeiv 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet.  Nun  ab^E 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Her^ebels  und  Argel^uders  .C%* 
tersucbungeu  unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  setofin 
Cenlralkrirper  aus  der  siidür-hen  gegen  die  riürdliche  Hemis]iliüre 
und  zwar  unj^efähr  in  der  Klcbtuiii;"  vom  ¥\»sse  Eridarius  lii'nea 
das  Sternbild  des  Herkules  bin  sich  bewe^^t;  es  erscheint  dem- 
nach nur  als  eine  nothwendiee  Consetjuenz  meiner*)  aulgestellKa 
Theorie,  dass  die  südliche  HiiqmelsbäN'te  verhältniss massig  mebr 
orange  und  rothe,  die  nördliche  dagegen  mehr  blaue  und  violette 
Sterne  znbleu  müs^e,  so  wie  insbesoudere  in  der  Gegend  wo  sich 
bfiliiuUg  Herkules  befuiilet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten vorkommen  niifssen.  Aus  gleichem  Grunde  muss  auch  die 
südliche- Himmelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen  geringetei 
Grüsse  sich  zeigen  als  die  nürdtiche.  Ich  habe  In  meinen  frühe 
reu  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrücklich ,  des  var- 
hergehenden  wenigstens  andeutungsweise  envähnt,  und  die  Be- 
obachtung hat  meine,  ivie  es  mir  schon  damals  schien,  gegrün- 
dete Vermuthung  nicht  zu  Schanden  werde»  lassen. 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  als  solche  geT 
tcnden  Fixsterne  Ist  gleich  jenem  der  Doppel-  und  mehrfachen 
Sterne  höchst  wabrsciieinlicb  einer  Aenderun^  unterworfen,  die 
jedoch  von  viel  längerer  Dauer  ist  als  jene  bei  den  meisten  Dop- 
pelsternen. Für  diese  .\nsicht  sprechen,  wenn  auch  nur  wenige, 
doch  gut  constatirte   Beobachtungen. 


•)    (d.  b.  Htrm  Doppler'«) 
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Nebst  der  bereits  bekannten  auffallenden  Farbverändernng  des 
Sirins  führt  Herr  Sestini  neuerliehst  noch  den  Stern  6  In  den 
Zwillingen  an,  welcher  Stern  im  Almasest  als  roth  bezeichnet 
wirdj  während  ihn  doch  heut  zu  Tage  jedermann  zu  den  ent- 
schieden weissen  rechnet.  ^ 

4.  Endlich  hat  Herr  Sestini  -durch  seine  Beobachtungen 
Terbunden  mit  einer  sorgfaltigen  Vergleichung  früherer  darauf  be, 
züglichen  Angaben^  die  Anzahl  der  bereits  bekannten  an  Farbe 
Teränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt  ^  wie  diess 
aas  seinem  Memoire  von  1845^  pag.  11.  >  und  aus  jenem  vonl847> 
pag.  10.  zu  ersehen  ist. 


Termisclite  Schriften. 

Bulletins  de  TAcadömie  Royale  des  sciences^  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XVI. 
Urne  Partie.  1849.  Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  (Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  714.). 

Tome  XVI.  II me  Partie.  1849.  p.  17.  Des  proportions 
du  Corps  humain;  par  M.  A.  Quetelet.  Troisieme  article  (Voir 
le  deuxieme  article.  T.  XV.  Ihne  Partie,  .p.  16.).  Proportions  de 
rhomme  d'apr^s  les  artistes  ifaliens  de  la  renaissance.  —  p.  28. 
8ur  Telectricite   et   sur  les  anomalies  que  cet  el^ment  mdteorolo- 

f;ique  a  präsentees  dans  cjes  derniers  temps,  par  M.  A.  Quete- 
et.  ~  p.  30.  Troisieme  note  sur  de  nouvelles  applications  cu- 
rieuses  de  la  persistance  des  impressions  de  la  rätine;  par  M.  J. 
Plateau.  —  p.  39.  .  Note  sur  la  polarisation  des  älectrodes  du 
voltametre;  par  M.  P.  Loyet.  —  p.  251.  Methode  particuli^re 
pour  detefminer  la  coUimation  d'une  >luDette  meridienne^  ä  l'aide 
des  observations  astronomiques ;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Quatri^me  oote  sur  de  nouvelles  applications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  rätine;  par  J.  Plateau. 
—  p.  ^82.  Sur  l'älectricitä  de  l'air  pendant  les  neuf  premiers  mois 
de  Vannäe   1849;    ^slt  M.  Quetelet.  —  p.  343.  Notice  sur  une 

Srojection  gäographiqae  nouvelle;  par  M.  M*  Donny.  —  p.  345. 
lämoire  sur  les  points  brillants  des  courbes  et  des  surfaces ;  par 
M.  De  Boer.  —  p.  347.  Notice  sur  la  däcomposition  electro-chimi- 

Sue  par  des  voltametres  differents;  par  M.  Maas.  —  p.  391. 
[otice  sur  une  projection  geographique  nouvelle,  par  MM.  F.C.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (S.  vorher,). —  p.  413.  Sur.  la  de- 
composition  electro-chimique  par  des  voltamätres  diffärents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  —  p.  545.  Memoire  sur  la  th^orie  des 
rdsidus  quadratiques  par  M.  Schaar.    Rapport  de  M.  Timmer- 


,.l 
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inAna.  —  p.  540,  Stir  un  ph^om^ne  m^täoruluglqBe;  par  M.  Cd 
de  Selys-LoiigGh')iin]t8.   — 

"  Tome  XVII.  Ire  Partie.  18Ö0.  p.  3.  Sur  l'ölectrldt^  ittuu 
Bpheriquo;    par  M.  A.    Quetelet.   —     n.  13.     Sur   "  '      ' 

Hannenia,  dit  I'aniiral  Tromp;  pat  M.  A  Queteifl.  —  j..  i«. 
Sur  les  puints  focaux  de  Tellipäe ;  por  M.  le  capitaine  Liagre. 
In  diesem  Aufsiilze  discutirt  der  Herr  Vf.  den  folgenden  von  ibm 
aufgestellten  Satz: 

„|]  exisle  8ur  le  grand  axe  de  TeMipEe  un  nombre  infioi  de 
poiiitd,    silutis  deux  ä  deux  ä  egale  dUtanee  du  centre,    et  tels, 

3ue  l«8  rayons  vecteur«  menös  de  chaque  couple  ä  un  inäme  pninl 
e  la  courtie,  sont  lies  entre  eux  par  une  relation  ind^pendaote 
de  la  poeition  de  cc  po'mt." 

„Les abstisse«    de    ces     pointä    focaux    sonl   de  la   form« 

— 2H-a  •'  'e  nombre  n  pouvant  receToir  toutes  les  valenit' 
^nti^rea  et  positives,  depais  zero  jusqu'a  linfini"  wo  iiiiler  aniA 
b  die  beiden  HalfaoxeD  der  Ellipse  rerstan den  werden.  Esstheitllf 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  Kutsein,  und  ivobl  eine  nnck 
weitere  Untersuchung  zu  verdienen  als  die  *on  dem  geehrt* 
Herrn  Verf.   hier  mitgethejlte   ira   Ganzen  nur  kurze  Betrachtar^^ 

Jiebf.  —  p.  216.  Note  snr  les  tremblements  de  terre,  resseDttstS 
84d,  fjar  M.  Alexis  Perrey.  p-  "HA.  Supplämeut  aux  DtM 
sur  les  tremblements  de  terre  ressentis  en  18)7  et  1848.  —  p.  3181 
Sur  les  variutioiis  de  pression  atmosphöriiiiio  et  de  tenipemlure, 
ä  la  fin  de  janvier  et  au  commencement  de  f^vrier  }S5U.  Letlre 
de  M.  A.  Perrey.    -    p.  344.  Suf  un  nain  beige.  Note  commnn- 

fuee  par  M.  Quetelel.  —  Notice  sur  one  forniule  ponr  caiculet 
elasttcite  de  la  vapeur  d'eau.par  IVI.  Henri  Brückner,  d'Aii- 
la  Chapelle.  Die  aaf  diese  Weise  Qberschricbene  Abhandlmg 
enthalt  aber  auch  noch  verschiedene  arithraetiache  Bemerkungen 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  in  Kettenbrüche,  die  Loga- 
rithmen und  die  Reihen.    Wenn  man 
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setzt,  80  ist  nach  dem  Herrn  Verf.: 

1  1 


Z>  +  etc. 

p.  424.  Snr  les  variatlonrs  annnelles  du  magn^tisiue  terrestre  ä 
oruxelles;  par  M.  Quetelet.  —  p.  425.  Sur  les  telegraphes 
älectri^ues;   par  M.  Quetelet.  — 

Ausserdem  enthalten  diese  beiden  Bände   noch  viele  andere 
interessante  Mittbeilnngen ,  namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Subscriptions  -  Anzeige. 

Bei  A.  C.  Krön  berger,  Buchhändler  in  Prag«  und  J.  F. 
Gress>  Buchhändler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  8ub- 
scriptioD  angenommen: 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kulik,  ordentlichem  Profes- 
sor der  hohem  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
Continente  von  £uropa  veranstaltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewohnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern ,  diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein   anderer  Nachtheil   der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,    dass 


die  natürliche))  Logarithmen  der  Functionen,  welche  aus  dem  log. 
co«,r  hergeleitet  werden,  sich  mittelst  derselben  auf  keine  fae- 
f'riedi|>ende  Weise  berechnen  lassen.  Älli?ii  diesen  Ünzukumm* 
lichkeiten  wird  aber  durch  dieses  Werk,  welche«  sowohl  für  jede 
Secunde  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten, als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  In  mehr 
als  7  Uecimalstellen  liefert,  abgeholfen, 

Bedingungen  der  Herausgabe. 
Dieses  aus 'J6Uruckbitgen  bestehende  Werk  orscbeint  nur,  wenn 
sich  eine  rege  Theilnahme  unter  den  deutschen  Matbematikern 
dafür  ansspriciiL  Das  Ganze  wird  aus  G  Lieferungen  bestehen,  and 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohen 
Preisen  des  Papieres,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  )  Thakr  ge- 
stellt werden;  hiedurcb  erhalt  der  Abnehmer  das  Werk  um  ÖTIia- 
ler  in  die  Hunde,  während  die  ÄAor/rerfc' sehen  Tafeln  in  Edin- 
hurg  hier  über  30  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  bo  kleinen  Typen 

Ssdruckt  sind,  dass  sie  nnausbleSblich  auch  dl«  besten  Augen  ta 
runde  richten  müssen. 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werke» 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird,  nimmt  der  Druck  seinen 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2  Jahre  fortge^tzt 
und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  gutem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgezogeu,  als 
snr  Deckung  der  allenfulle  «ich  ergebenden  De fecte  erfordertwer 
den.  Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Snbscription  on, 
Die  Namen  iler  p.  t.  Herren  Siihstrihfiyten,  welche  dieselben  deul- 
lich  geschrieben  initthcilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruf kl. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 
Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  die  einzelnen  Secunden 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leuchtet  wohl  von  selbst 
ein,  da  das  Interpolireu  doch  immer  eine  sehr  lästige  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr,  dase 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  dnrch  andere  ähnliche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  liekannten  Herrn  Vfs,,  recht  rege 
Theilnahme  unter  den  Mathematikern  finden  miige.  G. 
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EiXIll. 

JjiterariiselLer   Berielil; 


O.e  o  d  ä  s  i  e. 

Cours  de  Topographie  et  de  Gäod^siefait  ä  Täeple 
d'applicatioo  du  corps  d'^tat  major.  Par  J.  F.  Saineuve^ 
Che!  d'escadron  d'etat  major.  Seconde  edition.  Pa- 
Hs.  1850.    3  Thlr.  10  Sgr.    8. 

Sind  wir  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  dass  dieses  Werk 
besondere  Vorzfige  vor  unsern  bekannten  deutschen  Werken  der- 
ijelben  Gattung  hat^  so  glauben  wir  doch  die  Leser  des  Archivs 
hat  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen ,  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint^  und  allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darstellung  der  niedern  und  hühern  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselben  auch  manche  in ,  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  B.  einige  Distanz- 
messer, die  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürften,  und  srüss- 
tentheils  von  einem  geschickten  nöhern  piemontesischen  Oiüzier. 
Herrn  Porro,  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  ä  une  profonde  Instruction,  Joint  une  sa- 
gacite    merveilleuse    däns    l'application    des    principes    d'optique.. 

aa'il  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  interet,  je  pense^  la 
escription  de  sa  lunette  anallatique,  de  sa  longue-vue 
cornet,  et,  surtout,  de  Tappareil  propre  ä  .mesurer  les  bases^' 
Aber  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hang  zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livre  H.  Diese  zwei  ersten  Bücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständige  Darstellung  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  Selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
nnd  hätten  ganz  wegbleiben  sollen.  —  Livre  II i.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  Notions  g^n^rales.  Chap.  11.  Canevastopographi- 
que.  Chap.  III.  Diffärens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
k  mesurer  les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  employes  ä  la 
nesure  des  distances.  Chap.  V.  Levees  au  goniometre  et  ä  la 
chaine.  Chap.  VI.  Levees  ä  la  Chaine,  alignements,  transver- 
sales.    Chap.  VII.    Instruments  a  r^flexiOYv.    CVi^L^.  N\\V  ""^w 

Band  XVI.  «^ 


I  semble  des  op^ratiniis  d'uiie  levee  relatives  s  la  planimetrie,  en 
[  '  corabinant  tous  les  procödös  cUcriU  iiM»l<5meiit.  Chap.  IX.  Nivel- 
lenient.  Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  iigare  du  ter- 
raiil.  Chap.  XI.  Du  dessin  des  cartes  topographiques.  Chap, 
X 1 1.  Levöes  militairee.  Chap.  XIU.  riane  uotes.  Chap.XlV, 
Ci>pie  et  r^diiction  des  cartes  et  plans.  Chap.  XV.  Coinp^is  de 
protiortion.  Chap.  XVI.  Empioi  de  !a  boiisBoIe  et  de  IVcli- 
L.M.„   :.   u   ^^,^^^^t;«^ 7..-nr<'  IV     Oiir.niie       Diftsps  Bucb 


I 
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metre  ä  la  perspective.  —-Livre  IV.  Optique.  Dieses  Buci 
enthält  eine  Rlr  di;n  Zweck  des  Werks  sehr  vollstnndiKe  Abhand- 
lung aber  Optik  ,  ivorin  sich  manches  Bemerkens  wert  he 
findet,   X.  B.  die   luiiette  anallaüijiie  deM.  Porro.  —     Livre  V, 


ivorin  sich  manches  BemerTienswerthe 
findet,  z.  B.  die  lunelte  anallaüniie  deM,  Porro.  —  Livre  V. 
Geodäsie.  Chap.  I.  Ensemble  des  np^ratinns  {{«ode-siques. 
Chap.  II.  Mesnres  des  bases  (p.  .350.  Appareil  nouveaa  pour 
iiiesnreT  les  bases  gäod^siques  par  M.  Porro.  Chap.  III.  Me- 
sures  des  angles  et  description  flcs  instruments  qui  y  sollt  con- 
«acres.  Chap.  IV.  Caicula  rebtifs  ä  la  rösfilution  des  triao^es. 
Chap.  V.  Calculs  des  cootdonn^es  des  poiots.  Chap.  VI.  No- 
tions  de  Geometrie  UDatyttque,  indispensables  ä  rintetlieencc  ties 
foTmales  de  latitude.  (Hätte  auch  wegbleiben  können.)  Chup. 
VII.  Expression  analytique  de  quelflues  lignes  remarqaables  da 
Spheruide  terrestre.  Chap.  VIII.  Formules  de  lalihide,  longi- 
tude  et  aaimut.  Chap.  IX.  Nivellement  geud^.sique  et  barou^- 
trique.  Chap.  X.  Projections.  —  LivreW.  Oh  servatimi» 
et  calculs  aatrünoiuiigues.  Chap.  I.  Notions  preliiuia^res. 
Chttp-  II,  Pr^cessioii,  nutation,  aberratiou.  parallaxe,  r^fraction. 
Chap.  III.  Marcbe  d'une  peudule,  latitude  et  longitude  d'un 
pointi  aziniui  d'un  cot^.  — ,  Suife  de  lableaux  V.  a  l'io- 
scrintion  des  aneles  observtfs  et  des  ^l^tnents  dere- 
ductiüii,  ainsi  qu'niix  differents  calculs  geo  dö  s  i  iiues; 
2"aoxcalculs  astroiioraiques. 


Aj^ti'onomie- 

Schumachers    Tod. 

Es  ist  dem  Herren  des  Herausgebers  des  Archivs  IJedürrniss, 
seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  welchem 
er,  so  Unge  er  das  Glfick  hatte,  mit  ihm  in  wissenschaltlicbem 
Verkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtung, 
die  nie  durch  etivas  getrübt  worden  ist,  und  auch  über  das  Grab 
hinfiber  dauern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  schlagen  wird.  Heinrich  Chrisliatt  Schuma- 
cher ist  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschan 
zu  würdigen,  kann  hier  niclit  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt  Aber  eine  kurie  Skizxe  seiner  Itusseren  Lebensumstände 
wird  und  muss  bei  so  hnhem  Verdienst  den  Lesern  des  ArchivA 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an,  eineu 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  th.ltigen  und  errolgreichen  LebenK 
aus  der  neuesten  Nuiiiiuer  von  Jahn'^  Unterhaltungen  für 
Dilettanten  und  Frenitde  der  Astronomie^  Geographie 
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und  MeteoToloeie.  1851.  Nr.  11.,  die  mir  vorliegt,  zu  entneh- 
»leo^  deren  histonsche  Richtigkeit  keinen  Zweifel  lässt,  da  sie 
von  einem  Manne,  Herrn  Doctor  Petersen  in  Altena,  herrührt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahti 
hat  übrigens  schon  ih  Nr.  3.  4.  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schrift eme  aasflShrlichere  Darstellung  von  Schumachers  Leben 
geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in's  Auge  fasst,  und  auf  die  ich  daher  in 
dieser  Besiehung  die  Leser  verweise. 

G« 

Heinrich  Chrtetlan  Schnmacher  *) 

ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in   Holstein   den  3.   Sentbr.  1780 

geboren.    Sein  Vater,  der  königl.  dänische  Gonferenzratn  Andreas 
chumacher,  dessen  Vorältern   im  16.  Jahrhundert  aus  Westpha- 
len  nach  Dänemark  gekommen  waren,   und    von  welchen    der  be- 
rühmte GrijBTenfeldt  abstammte,  war  in  Jüngern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  angestellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  unter  König  Christian  VII.  in  Kopenhagen,  wurde 
iiierauf  Kirchspiel vogt  in  Bramstedt,  wo  H.  C.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  Andreas  Anton  FriedrichSchumacher  imJahre!l782  geboren  ward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortrefflichen  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Allen, 
die  ihn  kannten.   .  Die  Mutter  unseres  Schumachers    war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  verwittwete  Hofräthin  Büsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Büsching.    Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  1822  in  Altona,  wo  auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

U.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  holBTen  liess,  seine  hoff- 
nailgsvoUen  Sohne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  Königs  Fried  rieh  VI.,  der  ihn 
liebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Elire  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnung  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  auch  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
D5rfer,  rühmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Söhne,  mit'  welchen 
bald  darauf  die  Mutter  nach  Altona  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  DGrfer's  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist- Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  ste^  in  dankbarer  Erinnerung  blieb. 


*)  Von  Herrn  Dr.  Petersen  in  Altena  an  uns  mit  der  Bitte  am 
Aufnahme  eingesendet.  Diesem  geehrten  Herrn  dafür  ergcbenst  dankend^ 
bemerken  vir,  das«  wir  ans  diesen  sehr  «chätzbaren  Mittheilnngen ,  nm 
Wiederhol nngen  zu  vermeiden,  nur  das  weggelassen  haben,  \ius  bereits 
S.  17  ff.  Torkommt.  Die  Red.  (der  astronom.  Unterlialcungen») 


Schon  als  Knalte  z 
liebe  für  Mathematik: 
Ifistramente,  mit  dem 
Knabe  schiväcbticb  \vi 
das»  er  einige  Zeit  « 
cenieese,  so  brachte    i 
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iate  Sthumucber  eine  lieeoiidere  Vw 
[  verfertigte  sicli  hülzenie  Ubren  und 
[1  er  Ueobacbtuiigen  anstellte.  Da  er  aU 
r  und  dor  Arzt  es  für  liiicfast  nüthig  lii«ll, 
;inen  Schultleiss  einstelle  und  die  Landlaß 
eine  Mutter  ihn  nach  einem  ihr  befreno- 
deten  Frediger  auf  dem  Lande,  wo  er  sehr'  serri  war.  Nachdem 
er  hier  einige  Wochen  l'roli  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachrrcbl 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  genünschte  Buch,  Wolf« 
Mathematik,  für  ihn  gekauit  habe,  und  nun  lies»  er  ihr  keine 
Ruhe  mehr,  bis  sie  ihm  ertaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  zu 
kehren.  Durch  Hltie  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  überhaupt  seinen  grossen 
Heichthum  an  Kenntnissen,  au[:h  namentlich  sowohl  in  den  alten. 
als  in  vielen  der  neuern  Sprachen,  seinem  angestrengten  Fleisie 
und  dem  Selbsistudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Güttiugen  Jurisprudenz,  beschSFliste 
»ich  aber  nebenher  üeissig  mit  Mathematik.  Voll  der  UiiiversilSt 
brachte  er  die  musterlialtesten  Zeugnisse  der  Professoren  mit, 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reiaen  Lebe»- 
Wandel  rühmlichst  hervurhoben.  Im  Jahr  J806  promovirte  er  fa) 
Göttingen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  ehlige 
Jahre  in  Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  Euruckgekebrt,  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  üniversitSt  in  Kiel,  Grafen  v.  Re- 
ventlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  mCg- 
lieh  wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  m 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  berühmten  Gauss  in  Güttingtn 
zuzubringen,  der  bald  in, ihm  den  Geistesverwundten  erkannte,  Uii<l 
ihm  Freund  ward,  welches  Büiidniss  nur  der  Tod  fSr  diest 
Welt  liiste. 

Im  Jahre  ISIO  oder  1811  wurde  er  zum  ausserordentllcben 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  öls  noch  der 
Conferenzruth  Itui^ge  daselbst  Director  der  Stemwarle  war,  folgte 
aber  ISl'2  mit  Erlaubniss  seines  Künigs  und  unter  der  BediiigoBE, 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bugge'a  nach  Kopenhagen  tarSck 
zu  kehren,  einem  sehr  vortheilhulten  Rufe  als  Director  der  Mann- 
heimer Sternwarte,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  allein  eia« 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Rath  eines  hoch- 
gestellten Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  desKen 
Tode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1S13  die  Stelle  als  Director  der  Stern- 
warte in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  seiner 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdaletie  geh.  V. 
Schonn,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  iin4 
luit  7  Kindern,  4  Sühnen  und  '6  Töchtern,  gesegnet  wurde,  vaii 
welchen  ihm  der  jüngsto  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  i-vf\fr 
keit  vorangegangen  waren.  Schon  1'/.^  Jahr  hierauf  starb  Buj:gft 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Könige  von 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sich  dort  aufhielt 
(Schumacher  traf  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutaol 
des  Könies  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  Stel- 
lung in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zumachen,  trat  er  seine  ä^ell* 
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ais   ordeDtllclier   Pror.  der  Astronom 
warte  dort  an.     Er  hielt  eeioe  Vorlesi 


:  imd  Uirector  der  Stem- 
men in  latbiniscber  Sprache. 
Er  war  mit  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreundet  und  mit 
'  ^n  meisten  auch  persönlich  beliuiiiit,  welche  Bekanntschaneo 
er  tfaeils  zu  Hause  he!  sich,  theiU  üul' seinen  tvissenschatttichen 
Keisen  gemacht  hatte;  so  z.  B.  uuf  der  Reise  nach  FrarikTeieh 
ODil  England  im  Jahre  ISId.  Fernere  Reisen  unternahm  er  1826 
nach  Miincheu,  1834  nach  Berlin,  um  Besscl  und  Eucke  zu  be- 
suchen   Aus'serdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 
penhagen und,  so  lange  Olbers  lebte,  auch  nach  Bremen.  Unter 
'  seiner  Anleitung  haben  eich   für  die  Astronomie   und  Mathematik 

SiDE  gebildet;    die    Herrn    Gunlaa,    Lehrer    auf  Island,    Nissen, 
eichgraf  in  Tondern,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
In  Gotha,  Hofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwurte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,   Prof.  der   Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
I  Ben  seit  1S27  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altana.     Ausser-    ' 
dein  haben  sich  kürzere  Zeit  in  Altuna  aufgehalten,  um  sich  un- 
^r  seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo- 
ren  ond  jetzt  Directoren   von  Sternwarten:   Olufsen   in  Kopenha- 
gen, Seiander    in   Stockholm,   Svanberg    in   Upsala,    v.   Fuss  in 
i  Wilna,    Agaardh    iu  Lnnd,   Dr.    Gould    zu    Cambridge    in    Nord- 
I  Amerika,  und  in  den  letztetf  Jahren  sein  Sohn  Richard  Schumacher, 
:   Dr.Olde,  A.  Sonntag  und  A.  Quirliug. 

'.  Welche  Fäbitckeiten  er  hierdurch    der  ABtronomie   zugeführt 

'  hat,  ist  zu  beliannt,  als  dass  es  hier  näher  aus  einander  gesetzt 
i  XU  werden  brauchte;  eben  so  was   a  selbst  für  seine  Wissen- 

I  Schaft  gcthan Andere   bedeutende   Arbeiten,  welche  noch 

nicht  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffciitlicbkeit  werden  übergeben  werit^n,  sind:  Die 
Arbeitäu  an  der  däniseficn  Gradme^suiig,  die  BestimmuDg  der 
liSlige  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
erteiu  I»2!t  und  183U,  seine  Gewichtsbestimmuncen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Keisen  zwischen  ATtona  und  Lübeck, 
ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomischen  Beobaebtuii- 
'  g*n  von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand ,   so   hoch   stand   er  auch   als 

Mensch,     Er  war  der  liebenswürdigste  und  nachsichtsvollste  Gatte 

und  Vater.     In    Gesellschaften    war  er  stets  heiter  und   munter, 

und  wo  er  nur  Jemandem  helfen   konnte,  scheute  er  keine  Mühe 

und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,   wenn   er  sich 

[  4^V0n  Erfolg  für  den,  dem  er  helfen  wollte,  versprach.    Er  konnte 

mit  der    grössten    Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuthe   dabei 

xa  zeigen,  selbst  wenn  er  mit  Arbeiten   überhäuft  war,  die  unbe- 

46)iteiHlsten   und  langweiligsten   Erurterungen  anhören,    und  fand 

''inamer  nachher  Zeit,  das  VersSumte  nacb/uholen.     Er  wurde  von 

,    Jk\ißn,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  geliebt,  und   sein  An* 

i'    denken  wird  ihnen  stet^  unvergesslich  bleiben. 

'l    "-      Ueher  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 

einem    schwarzen    Rande  umgebene  Nr.  744.  der   astronu mischen 

'    Kachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  1850,   Vormittags  Il'/a  Uhr,  entschlief 
Sund   ruhig,    unter  den  Erechemungen  einer  Lungenlähm 


c 


Heinrich  Christian  Schumacher,  in  seinem  am  3<eB 
SepÜJT.  angefuDgenen  7I>Ueii  Lebensjahre.  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Kräfte  zu  verspüren,  und  niederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dets 


Zneifel,  nach  der  Ansiebt  seines  vieljährigen  befreundeten  Arzte^ 
l^ol^en  seines  Slubcnlebens ,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehong 
zu  den  Zeitverhältiiiasen.  In  den  letzten  Tagen  des  ^Novembeis 
nahmen  sie  einen  acuten  \^erlüur,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie-  es  in  den  letzten  Jahren  elOcklicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen ,  leider  zu  kurzen  und  nnvollstän- 
digeu  PodagraaTifall  hinlänglich  abgeleitet  «erden,  und  fuhrt« 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug, den  traurigen  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  während  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  von  seiner  nun  trauernden  Frau  bnd  Sltestfn 
Tochter,  Sophie ,  gepflegt  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Aa- 
^übliche  rege  und  unßeschwächt,  und  noch  am  Abende  vor  sk- 
nem  Sterbetage,  da  ich  wie  gewöhnliph  ihm  die  Zeitung  vorfU) 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzflg- 
lieh  ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  lätztöl 
H&lfte  seines  Scfamerzenslagers,  das  Sorechen  sehr  schwer,  unil 
Btschte  jede  directe  ÜRterbaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  V e rm essen h ei t,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  über  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissen  Schäften  Wo- 
zufügen ;  sein  Verlust  ist  unersetzlich ,  diese  Nachrichten  eind 
sprechende  Thaten. 

ii* IBS1.  Januar  5. 

.4,  C.   Petersen. 


Altena  I8i 


Abrtss  der  praktischen  J 
ihrer  Anwendung  auf  geogr: 
von  Dr.  A.  Sawitsch,  Profess 
kaiserlichen  Universität  zu 
Russischen  übersetzt  von  Ui 
reit  im  Originalwerke  nicht 
Verfasser   nachgelieferten  2 
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Stimmung 
lie  an  der 


..  Petersh  .  „ 
W.  C.Gülze.  Mit  mehre* 
orhandeneu  vom  Herrn 
Sätzen  und  Er weiterOB* 
.  1851.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  zweiten  Band  dies« 
Tortrefllichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  S. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sor^ 
IKltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  zu  hünnen.  Was  wir 
Ober  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  vor- 
liegenden zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Satvitsch  hat  eich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorl legenden 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  tteobachhings- 
und  Rechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutllcli  entwicke« 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  innerhalb  des  Kreises  uämlioR. 
den  «ich  das  Werk  seibat  gezogen  hat,  indem  es  haupt~ "-"'"'" 
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le  gen!Tra|ihiadie  OrtsbestininiuD^  zum  Zweck  hat,  so  dnss  es 
Iso  z.  lt.  Über  die  B«reL-hnung  der  PlaoeleD-  und  CometenbabDen 
ichts  e»thStr,  was  auch  ieilenfatls  seinen  Uml'aug  zu  sehr  ver- 
ctlBBert  haben  wfjrde.  Eben  sa  freudii;  wie  das  Verdienst  des 
[errn  Verfassers  erkennen  wir  aber  auch  niederholt  das  Verdienst 
es  Herrn  U«berselzers  an,  was  sich  derselbe  niciit  nur  durch 
ic  sehr  gute  Uebertra^ung  dieses  Werks  a^is  dem  Rnssischen 
i's  Deutsche  um  unsere  vaterländische  Literatur  insbesondere, 
lodern  auch  in  nllgeiaein  wissenscbajilither  Beziehung  dnrch 
isnche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vielen  Beziehungen  aus- 
eietchneteu  Werke  erworben  bat  Wirltiiiinen  nicht  umhin,  dem 
errn  Verfasser  und  dem  Herrn  UeberselKer  aufrichtigst  zu  der 
jnroehri^en  Vollendung  dieses  Werkes  Gluck  2u  TFÜnscbeo,  und 
allen  nun  necb  den  Inhalt  des  zweiten  Tbeils  im  Allgomeiuen 
igeben,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet. 

S  I.  Fünfter  A/tichnitt.  Von  den  verschiedenen 
[ethoden  der  Länge  nbestlmniung.  Dieser  Abschnitt  ge- 
9rt  natürlich  zu  den  wichtigsten  des  ganze»  Werks,  und  ist 
ich  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsurecheude 
Jmse  behandelt  worden.  I.  Längenbestimmung  durch  Chroo»- 
eterdbertraguogen  (Hier  auch  z.  B.  von  S.  13.  —  S.  IG.  „Uebcr 
ne  beiiuenie  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persün- 
ihen  (ileicbung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
attttndeu ,  kann").  —  II.  Bestimmung  des  Längenunterschiedes 
irch  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durch 
ulversignate ,  oder  mittelst  eleetromagnetiscber  Telegraphen.  — 
1.  Allgemeine  astronomische  Methode  zur  Längenbestimmung, 
itens  Berechnung  der  Länge  aus  MundSnsternisseu  und  aus  den 
erfinsterungen  der  Jupiterstrabanten,  'ileos.  Berechnung  der 
äuge  aus  den  Sonnenünsternisseu  und  aus  den  Bedeckungen  der 
terne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Mau  wird  hier  Altes  iindeuj 
B8  Aber  diesen  wichtigen  Gegen^titud  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
)h  praktisch  anwendbar  ist  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
fl  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gausslscben.  Methode, 
CO  Vertauf  einer  aonnenfinsterniss  auf  der  Erde  ülicrhaupt  m 
BMchnen"  aufmerksam,  welcher  der  Herr  Ueberset^er  zugleich 
nige  eigne  werthvolle  Znsälze  (Methode  des  Uebersetzer«  zur 
erechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  wi» 
BF  grüssten  Phase  ",  mit  Hülfe  der  Gaussischen  Methode, 
eispiel  dazu)  beigegeben  hat.  Ausserdem  hat  derselbe 
icb  dieser  Methode  die  totale  Sonnen lin st emiss  am  '2Sslea 
tli-tSSl.  auf  S.  18».  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak^ 
ache  Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge- 
ltet Auf  S.  l'Ü.  wird  gesagt,  dass  diese  Gaussiscne 
«thode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  Cr  sin:  De 
ülipsi  solati  die  7.  Septembris  IHW.  apparit ur ;t.  Uaf- 
lae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Helhode  kann  mit 
iia  Namen  einer  Projeotionsmethade  belegt  werden,  und  als 
raiectionselieiie  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welcho 
inkreclit  auf  der  Linie  zwischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonn« 
id  der  Erde  steht  nud  in  der  Nähe  der  Coajunctifit)  des  Monde« 
it  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mundes  gebt  Vielleicht 
Ifftfi  es  sngemessw  sein,  bei  dieser  Gelegenheil  an  eine  schon 
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im  Jahre  1612.  erschienene  Disscrlntion  des  Herrn  Pr< 
Gerling  in  Marbarg  zu  erinnern,  tvelche  Hen  Titel  bat:  Me- 
th«[li  projectionis  orlhographicae  usum  ad  calcntos 
parallacticos  Tacilitandris  explicavit  simulque  eclip- 
8in  solarem  die  VII.  Septbr.  1820.  a^iparituram  hoc 
modo  tractatani  mappaque  geographica  iilustrataiu 
tanunam  exenipjura  exuosuit  Cfiristianus  Ludovicus 
Gerling.  Gottingae.  1812.  4.  In  dieser  Dissertation  sagt 
der  Herr  Vf.  über  die  angenommene  Projectioneebeue  auf  p.  *X: 
„Quanquam  vero  ipsa  haec  projectionis  methodus  ati  aliis  aliter 
tractetur,  ut  postea  videbimu»,  tarnen  inter  omnes  convenit  unum 
iilenique  planum  eligere,  ad  quod  omnia  puncta  in  hac  quaeettoue 
ohvia  perpendiculisderaissis  referanlur,  pluntfni  puta,  in  lineam  re- 
ctam  (ixae  occultae  vel  solis  eclipsin  aut  transitura  patientis  cen- 
trum  cum  terrae  centro  junsentera,  perpeiidiculare.  In  sequeiitilius 
vero  patebit,  ex  innumeris  lis  planis,  quae  huic  conditioni  satis- 
faeiunt,  optime  id  eligi,  quod  ipsum  luaae  vel  planetae  soüs  discum 
traiismigrantis  ceotrnm  transiens,  corporum  tioruni  orbitas  eurvi- 
liuens  ita  sequatur,  uf  semper  sibi  ipsi  parallelum  moveatur"  — 
Die  Methode  der  LfiDgenbestimmung  durch  MondsculnnDationeu 
hat  in  dieser  Nr.  111  des  fünften  Abschnitts  auch  eine  Stelle  «- 
funden,  und  man  findet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstelluug  dnr. 
betreffenden  Metboden  von  Nicolai,  StruFe,  u.  s.  w.  —  Seehittr 
Abschtiitt.  Von  der  Berechnung  trigonometrischer 
Messungen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  haupfsndi- 
jich  die  Methoden  vonBessel  und  Gauss,  ßeduction  des  sphä- 
rischen Excesses,  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Erde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  n.  s.  w.  —  Erster  An- 
hang. Deschreibuiig  und  Gebrauch  des  Spigelsextan- 
ten.  Sehr  ausiluhrlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verschie- 
dene Metboden  der  Breiten  -  uDdLSngenbestimmung,  bei  denen  der 
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gemessene  Höhen.  Gauseische  Methode  die  PoIhShe,  di» 
Uhfcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  Höhe  erreichen. 
Knorre's  altgemeine  Auflösung  dieses  Probteras,  sowohl  fiir  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden,  aU  auch  für  J«de 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Anger  in  Daniig 
hat  In  den  Schriften  der  dortigen  natur  forsch  enden  GesellschsR 
auch  eine  Auflösung  dieses  Problems  gegeben,  vto,  so  viel  unB 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Anxahl 
von  Sternen  ausführliche  Berücksichtigung  gefunden  bat.),  Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegel  Sextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länge  duriA 
Monddistanzen.  Borda's,  Bessels  Methoden  u.  s,  iv.  Üirtiter 
Anhantj.  Von  der  Interpolation.  Alles  praktisch  Withligl 
enthaltend. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  In  welciier  der  BescbrUnM» 
heit  des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  E^ab 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkeiiiin> 
imd  unser  Urtbeil  gerechtfertigt  finden,  dass  dieses  Werk  in  den 
Kreise,  welchen  es  sich  selbst  gezogen  hat,  die  vollstandigsla 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  liefert,  welche  vpii  bb 
jetzt  ' 
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JLiterarii»elLer   Berielit. 


e  ch  a  n  i  k. 

Der  Attractionscalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schlomiich,  Prof.  der  höheren  Matnematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  K.  Sachs,  techn. 
Bildungsanstait  zn  Dresden.  Mit  einer  Figuren tafei. 
Halle.  Druck  und  Verlag  von  B^  W.  Schmidt.  1851.  - 
58.  S.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Mubius  in  Leipzig.) 

Eine  mit  der  an  ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandiiing.  Sie  zerfällt  in  zehn  Paragra- 
phen: {.  1.  Allgemeine  Begrilffe  und  Formeln;  §.  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen;  §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpften  Kegels ;  $.  4.  Anziehung  der  Kugel  und  Ku^elsehaale. 
0er  übrige  Theil  der  Schrillt  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
In  Angriff  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Ellipsoids: 
§M  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Ellipsoids ;  §.  6.  For- 
meln ftir  das  Kotatiousellipsoid ;  §.  7.  Das  Reductionstheorem  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §5.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  demje-  ^ 
nigen  ähnlich,  welchen  Poisson  in  seinem  Traite  de  M^canique^  2. 
ä£t.,  Tome  I.  Seite  185.  und  folg.  genommen,  nur  dass  H.  Schi, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fasslichere  Weise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  den  drei  noch  übrigen  6§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  EUipsoid  durch  Flächen 4  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  ihr  concentrisch  sind,  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
benden für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  oeliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Eliipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen- 
den Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Caicul  ganz  von  Neuem,  wobei    er  sieb  des  von  Le- 
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jetine  Dirichlet  ertundenen  und  von  diesem  (irie  aus  Grelles  Jour- 
nal für  Math.  X\.  Band,  t^eite  27li.  zu  «rseben)  beim  homogenen 
Ellipsoid  in  Antrendung  ^cbraehten  KuDst^^riffs  bedient,  nelcber 
dann  besteht,  da^  m;in,  um  den  Wertb  eiuee  bestimmten  Integrals 
zu  finden,  dasselbe  mit  einer  diecontinuirlicben,  gleichTalls  alä  lie- 
stimmtes  Integral  ausgedrückten  Punclioii  raultiplicirt,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  des  ersterpn  lutegmls^  I,  ober  dieselben 
hinaus  aber  =0  ist.  Er  gelan|;t  auf  »^ulcbe  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  97.),  welche  die  Auziehung  des  Punktes  durch  ein  ein- 
fache»  bestimmtes  Integral  ausdruckt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes  ge^eu  das  Ellipsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
leitet  er  scbtüsslich  ein  sehr  bemerkenswerthes  Theorem  ab,  «rei- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  schönen  von  Legendre  zuerst 
nur  für  das  ßotatmnsellipsoid  ond  s[iater  von  Lagilace  allgemein 
fiir  jedes  homogene  Ellipsoid  bewiesenen  Theorems  ist;  doss  die 
Anziehung  eines  äusseren  Punktes  von  einem  Ellipsoid  dieeeihe 
Richtung  bat,  wie  die  Anziehung  desselben  Punktes  .von  einem 
ziveiten  mit  dem  crsteren  confocalen  Ellipsoid,  dessen  OberIläclH; 
durch  diesen  Punkt  gebt,  und  dass  sich  unter  der  Vorausselxang, 
dasB  beide  Ellipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
selbst  nie  die  Votumina  der  beiden  Ellipsoide  verbalten.  Dies« 
Satz  gilt  nämlich,  wie  H.  ächl.  zeigt,  wörtlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  zwei  Ellipsoide  homogen  und  gleich  dicht  rnraosu- 
setzen,  annimmt,  dass  —  wie  c'ich  Kef.  ansdrücken  möchte  —  hei 
dem  einen,  wie  bei  dem  arAleren  Ellipsoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  des  Veriiältnisses  ist,  iu  wel- 
chem der  vom  gemeinschafttidien  Mittelpunkte  der  Ellipsoide  Ihb 
an  den  Punkt  geüogene  Radius  zu  dem  fiber  den  Punkt  hinus 
bis  an  die  Oberllüche  des  betreffenden  Ellipsoids  vertängirlen 
Radius  steht.  Nur  m«ss  Kef.  bierl.ei  n.irh  bi^m^rken.  dais  auf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  auf  das  in  der  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendre'sche  Theorem,  als 
eine  einlache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem,  hinge- 
deutet wird,  der  Name  Legendrc's  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  scheinen  mnss,  als  ob  H.  Schi,  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  H.  Schi,  bei  der  Entwickelung 
seiner  Formeln  Rir  das  nicht  homogene  Ellipsoid  durch  mannig- 
fache zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Ellipsoids  eine  wesentliche 
Bereicheren^;  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  nach  der  der  Schrift 
vorausgeschickten  kurzen  Einleitung  zn  erwarten  berechtigt  ist, 
muse  Referent  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sich  fassende  Formel  No.  97.  ist  nach  Weglassniig  des  Integral- 
zeichens vollkommen  einerlei  mit  der  schnn  vor  längerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Formel  für  die  Attraction  einer  unendlich  dSo- 
nen  von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnlichen  Ellipsoiden- 
flächen  begräuzten  Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  n'ocb  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schicht  ausdrückende 
Function  multiplicirt  wird. 

Man  findet  diese  Poisson'sche  Formel  überaus  einfach  herge- 
leitet in    einem    Aufsätze  Plana's    in  Crellc's  Journal,  XX.  Band, 
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Seite  217.  und  218.  Sie  ergiebt  sich  hiernach,  wenn  man  zuei>»t 
mit  Hülle  des  Ivory 'sehen  Theorems  die  Formel  i'iir  die  Attraction 
eines  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt  entwickelt  (Legendrc 
Tratte  des  fonct.  eilii)t.,  Tome  I.,  pag.  554.),  und  sodann  diese 
(das  Legendre'sche  Theorem  in  sich  schliessende)  Formel,  nach- 
dem sie  auf  passende  Weise  umgebildet  worden,  nach  den  Di- 
mensionen des  Ellipsoids  unter  der  Hypothese  differentiirt,  dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  soll.  —  '  Mit  Anwendung  dieses 
Verfahrens  würden  sich  die  zur  Schlussformel  Nr.  97.  nüthieen 
Entwickelungen ,  wozu  H.  8chl.  den  llauni  von  Seite  33.  »is 
41.  und  in  hinzugefügten  an  sich  sehr  schätzenswertheu  Noten 
von  Seite  51.  bis  58.  verwendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re- 
duciren  lassen.  M. 


Astronomie- 

Uranos.  Synchronisch  geordnete  Ephemeride 
aller  Himmelserschein  ungen  des  Jah  res  185  1,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  1846  an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  Universitäts-Sternwarte  zu  Breslau. 
Sech  ster  Jahrgang.     Breslau.  J851. 

Zweck  und  Tendenz  dieser  sehr  eniplehlenswerthen  Epheme- 
ride sind  aus  unseren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt 
Wir  machen  aber  darauf  aufmerksam,  dass  von  jetzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  getroffen  worden  ist,  dass  die- 
selbe in  sechs  Alonate  umfassenden  Heften  erscheint.  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Ephemeride  gewiss 
sehr  forderlich  sein,  da  die  einzelnen  Monate  nun  früher  in  die 
Hände  der  Beobachter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Auflösungen. 
Zum  Gebrauch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höheren  Un- 
terrichtsanstalten und  besonders  beim  Selbstunter- 
richt bearbeitet  von  Dr.  C.Fliedner,  Hauptlehrer  an  der 
Kealscbnle  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  Braun- 
Hchweis    1851.  8. 

Diese  Sammluns  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma- 
tliematischen  Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen^  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflösungen 
sind  beigefügt.  Die  Aufgaben  betreffen:  Bewegung  der  Körper. 
Maass  der  Kräfte  und  ihrer  Leistungen.  Zusanmiensetzung  und 
Zerlegung  der  Kräfte.  Sehwerpunkt  und  Trägheitsmoment.  Ein- 
fache Maschinen.  Centrifugal-  nnd  Centripetalkraft.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  bei  Bewegungen  auf  vorgeschriebenem  AVege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit,  (ileichgcwichf  und  Druck 
tropfbarer   Flüssigkeiten    in   Gelassen.      Gleichgewicht    zwisclien 


tropfbaren  flilsBigen  und  festen  Körpen.  Sfiecib>chF«  e«wK^t.  Be- 
w«£itDe  des  Waas«rft.    Gtcieheewicfat  and  Drsck  dn  Lofl.    ScbaE 
iDDg  d«r   Körper  durch  die  Wärme,    ffiiwu  ipafJlit  vm4 
äes   AseregatznstaiMies.    DSinpfe.  bcsooilen  Wosav» 
erbreBnung    und    H«udii3.     G«radIiBtee   FartpAanmig 


Aeodervne  äfs   AseregatznstaiMies.    DSinpfet 

däBpfe.     VerbreBnung    und    H«udii3.     G«radIiBtee   F< 

des  iiditB.    S«lin-inkel.    SchaCtMi.    Gescbwindi^Seit   iIm  Uehts. 


Pbotonelrie.    ReQexinn.     Brechnns.     Liafieii«U»er.    Opteehe  ■•■ 
SlagaefUnus.     Electridtät. 


Termisclite  Schrinen. 


erüsMM 

hwlerlKbeit  der  Avfsaben  «^faeint  dioee  Saauahtne  Vi>Rii|f 
vor  dct  früher  «schiencBea  SammluBe  physikalischer  Awf- 
enben  roa  F.  Krieü;.  Jeoa  IS4:]-  zu  bah» 

KTbe  Cambridge  a 
«ited  by  W.  Thomi«« 
N#.  LVI. 

(LeUer  Ut  n»  Sr.  XXIT.  üetr*  auaiteieieluwteB  Jaurvala,  wahr- 
KbeislicJi  iatcb  ein  Veo«hen,  nocfa  nidit  üi|;^aag«a,  oad  wird  «tob« 
■pälrr  Badi  aiig«ieigl  wetden.J 

N«-  XXV.    On  eertaJB   General  Propcrtw»  of  BoHoeeiieMW 

FnnctiorLe.  By  J.  J.  Sylve  sler.  ~  On  ihe  Intersections  üf 
Two  Coaics.  Bv  J.  J.  Sylvester.  —  On  certain  ..Ijocr'  con- 
nected "ilb  the  Geodesic  Liues  'il  Surfaces  nf  the  Seooinl  Order. 
By  John  Y.  Rotledge.  —  Two  Arithmelical  Theorems.  By 
Henry  Wilbraham  (Diese  Theoreme  siod  folgeode:    I.  Let  m 

be  aoy  number  not  divisibie  by  2  or  5,  and  snppose   ^  nhen  re- 

dvced  to  a  circulating  decimal  fo  faave'  a  recDTTin!;  period  o(  p 
di^ts;  and  let  ^V  be  any  otfaer  number,  in  which  the  number 
ofdisits  is  ereater  than  ;>:  if  A  be  marked  off  into  per'iods  of^ 
digits  each  (hesinninn  at  the  onits),  and  Ihese  »everal  periods, 
each  considered  as  a  number  consi-^tioi!  oT  ^  rlis;its,  be  adduli 
together,  and  the  snni  be  n:  then,  if  «  be  divisible  by  m,  1\'  also  „ 
will  be  divi.tible  tbereby;  and  if  nbe  not  so  diviäible',  the  remain- 
der,  OQ  dicidin^  n  bv  m,  will  be  Ihe  same  as  tbat  found  oi  '' 
vidiag  jY  by  m;  nr  la  ntber  irnrds,  n  will  be  coTi^runus  to  jV 
respect  to  the  modnlus  m.  —     IL  If  in    be   a  prime    tiurnber,    asd 

;j  be  an  even  number,  A'  mav  be  divided   inlo  periuds  of  -r: 

^ts  each:  and  of  theäe  periods,  if  the  Ist,  3rd.  5th,  etc.    be  ai' 
<ted  toj^ether  and  al^o  the  2Dd,  4th ,  ßtb.  «tc.  and    the  latter  soa 
änbtracted  from  the  farmer.  anri  Ihe  diSerence  be  calied  n ;  theh 
aa  in  the  foriner  theorem ,  n  will  yield  the  same  remainder  an  S  ü^ 
nn  di^tsion  by  m.     If  n  be  negative    and    not  divisible    bv  m.  ät  t^\ 
proper  remainder  ts  the  difference  betwecu  it  aod  the  multiple  <1  jj 
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next  above  it  oumerically.)  —  Application  of  CombinatiöBS 
the  £xplaoatioD  of  Arbögasf  s  Method.  By  Professor  De  Mo r- 
m. —  Notes  on  Lagranges  Theorem,  ßy  Arthur  Cayley. -^ 
n  a  double  Infinite  8eries.  By  Arthur  Cayley.  ^—  Laws  on 
e  Eiasticity  of  Solid  ßodies.  By  W.  J.  Macouorn  Rakine.  — 
athematical  JNotes:  1.  A  Demonstration  of  Tayior's  Theorem. 
^  Homersham  Cox.  11.  Demonstration  ofthe  known  Theorem, 
at  the  Arithmetic  Mean  between  any  number  of  Positive  Quan- 
ies  is  greater  than  their  Geometrie  Mean.  ßy  A  T  hack  er. — 
n  the  Construction  of  the  INinth  Point  of  Intersection  of  Two 
irves  of  the  Third  Degree,  when  the  other  Eight  Points  are 
ven.  By  Thomas  Weddle.  —  On  the  The'ory  of  Linear 
ransformations.    By  George  Boole. 

(The  Next  Nuniber  will  be  Ppbiished  on  the  Ist  of  May.) 

Verhandlungen  der  schweizerischen  naturforschen- 
en  Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in  Aarau 
n  5.  6,  7   August  1850.  35ste  Versammlung.     Aarau  8. 

Von  den  grösseren  in  diesem  Hefte-  enthaltenen  Abhandlun- 
Mk  machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam : 

« 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Buch:  Ueber  einige 
iesenthiere  der  Vorwelt. 

Prof.  C.  F.  Schönbein:  Geber  den  Einfluss  des  Lichtes 
if  die  chemische  Thätigkeit  des  SiEiiierstoffs. 

Prof.  Möllinger:  Ueber  einen  Universalzirkel. 

Prof.  MousBon :  Ueber  die  Wheweirschen  oder  Quetelet*schen 
hreifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesen  Verhandlungen  ä.  157.  — 
.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  Bern  ver- 
lorbenen  verdienten  Professors  der  Mathematik  J  o  h a n  n  Frie- 
rich Trechsel  daselbst,  ans  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
otizen  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  März  1776 
der  Bernischen  Municipalstadt  Burgdorf  als  das  jüngste  von 
^olf  Kindern  geboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
re Lehranstalt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze,  Theologie  zu  stu- 
fen. Später  wandte  er  sich  ai|f  den  Rath  des  Professors  Itth 
shr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles, 
chheriges  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Ber* 
:i,  sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt^er  die  Professur  der 
Btthcmatik  an  der  am  2ten  November  des  genannten  Jahres  er- 
röteten (im  Jahre  1834  zu  einer  Universität  erhobenen)  Bernisclien 
«ademie,  und  im  Jahre  I8]'2auch  noch  die  der  Physik.  Trech- 
k  l  besass  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
9i  Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
•lime  des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
.   er  auch  stets  den  lebhaftesten  Antheil  an   dessen  politischen 


Schicksalen  nahm  ,  utid  neben  semem  Lehranite  oft  nncb  Sffeiitlicbe 
liürgerliche  Aemter  liekleidetc.  Sein  Charakter  irird  in  diesem 
Nekroiog  als  ein  höchst  liebeosiFürdieer,  in  jeder  Beziehuog  | 
buchst  ebrennerlheT  ^'cechildert.  Die  Treue  i«  jeder  Beziehung 
^alt  ibni  für  das  Milchste  im  Leben,  und  er  hat  sie  geäbt  wie 
Wenige,  sagt  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  faünlhmtesten  Ge- 
lehrten des  In-  und  Ausmiides  stand  er  in  lebhaftem  wissen- 
schafttichen  Verkehr.  Seine  sonst  felsenteste  (lesundheit  mnie 
spüterhin  theils  durch  die  Anstreugunsen  bei  seinen  geodütiscbeii 
Arbeiten,  theila  durch  nianchertei  eriitrene  Kränkungen  und  iiio 
betroffene  Unglücksfälle  geschnücht.  Er  starb  am  26sten  Novem- 
ber 1849  Trüb  uiu  7  Uhr  im  74sten  Lebensjahre  nach  kurzen 
Krankenlager.  Der  Redner  an  seinem  Grabe  schloss  mit  iletn 
mit  vollem  Rechte  auf  ihn  anwendbaren  Bibflnorte:  „Sein  Leben 
ist    küstlicb  !;eivesen.    denn    es  ist    lauler  Mi'ibc  nnd    Arbeit  ^- 


Ju/iTCKt/ericht  der  Fürstlich  Jttl,lovi.w$ki'KhenG(<- 
aelhcliaft.  Leipiiy,  im  Blärx  1851.  (Soweit  derselbe  di» 
Mathematik    betrifft). 

I^Bericht  über  die  im  Jahre  1)^50  eini;t:gangeiieD 
I' r^ilh  eiT  erb  un  gas  ch  rillen. 

Ueber  die  zuerst  tin  Jahre  1840  ^etilellte.  und  darauf  im  Jabre 
18S0  wiederholte  Preisaufgabe: 

„Unter  den  von    den  Alten  erwähnten  iSonnen-  und  MondBii- 

..sternissen  die  beach  t  onswer  thesf  en  von  Neuem  zu  prü- 
„Cen,  und  nach  d^n  l'iim.iiiruii  d.T  WahrscIithilicbkeil^recU- 
..nnng  zu  entscheiden,  ob  und  »eichen  Eintluss  eine  angüme^i- 
„sene  ßeriicksichtiiiung  derselben  auf  die  Bestimmung  der 
„Mondeleniente,  iiishescndere  der  Knoten,  haben  wfirde" 

;  einzige  Bewerbungsschrift  unter  lieiu 

„.\atrnnnniische    (.'iitpräucbungen    über     die    Mmiitünslcruis:^« 

„des  Alniagest" 
und  mit  dem  Muttn 

..VvUiftirml linia  innönge  torsU  liiyenla  ciiiilemplmilivm  et proximtm 

,,sidus  lijHKrari  maxime  intUgnantlum.  (i'lln.  H.  i\.  II,  9.)" 
zugesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat 
Kwar  die  gestellte  Frnge  nur  theilweise  beantwortet,  indem  er 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  IVIondlinsternissen  blös 
die  l'J  im  Almafjest  verzeichneten  beröek sichtigle.  Du  sich  jedoch 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
verlässig erwies,  da  sie  den  fiegensfand  mit  Gewandtheit  und 
richtigem  Tacte  behandelt  liat,  nnd  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  Correelionen  der 
mitllercn  Bewegungen  des  Ainndes  und  seiner  Knoten  von  nichl 
naerheblicheni  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Gesellschaft 
bewogen,  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ausgesetzten  Preises 
als  Accessit  zuzuerkennen. 
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Bei  Eroffoung   des   versiegelten  Zettels  ergab  sieh   als   der 

Verfasser  dieser  Abhandlung 

« 

Julius  Zech, 

Dr.  phil.  in  Stuttgartr 

IL  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Aus  der  Astronomie.    Für   das  Jahr  1852. 

Der  Verfasser  der  von  unsrer  Gesellschaft  in  diesem 
Jahre  mit  dem  Accessit  ausgezeichneten  Abhandlung  »^über 
die  Mondfinsternisse    des   Almagest",   Herr    Dr.  Zech    in  Stutt- 

Sirt,  hat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittelst  der 
anioiseau'schen  Mondtafeln  als  ziemlich  sichres  Resultat 
fefnnden ,  dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
[notenbewegung  des  Mondes  um  etwa  r,7  zu  vermindern,  also 
ä134ö8'15'''  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung 
des  Mondes  um  etwa  0',5  zu  vermehren,  also  =307°  53'  12'' 
anzunehmen  sei.  Da  mit  Anwendung  dieser  Correctionen,  welche 
den  bekannten  Airy'schen  nahe  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
ist^  die  19  Finsternisse'  des  Almagest  im  Ganzen  sehr  befriedigend 
durch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  die  Gesellschaft  ver- 
anlasst, folgende  neue  Preisaufgabe  vorzulegen : 

,,die  unten  verzeichneten,  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  classischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau*schen  Mondtafeln,  mit  Hinzufu- 
gung  der  vorljemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern  jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Abänderungen  der  für  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigenderen 
Ergebnissen  führen  möchten.'' 


Verzeichniss  der  zu  berechnenden  Finsternisse. 

1.  0  F.  zu  Sardes,  im  zeitigen  Frühjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  2,  37.  (Schol.  Aristid.  p.  222)  480(7)  vorChr. 

2.^  0  F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

Ol.  87, 2.  Thuk.  2,  28.  3.  Aug. 431 

3.  0  F.  zu  Athen,  im  Anfange  des  Frühjahrs 

Ol.  88,  4.  Thuk.  4,  52.  20.März424      „    „ 

4.  5  F.  zu  Syrakus,  im  Spätsommer  Ol.  91, 4. 

Thuk.  7,  50.  PInt.  Nik.  23,  28.  27.  Aug.  413 

5.  3)  F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xen. 

Hell.  1,  6,  1.  15.  April  406 

6.  ©  F.  zu  Athen  Ol.  94,1.  Xen.  Hell.  2,3,4.        2.  Sept.  404 

7.  ©  F.inBöotien,  imSommer  01.96,3.Xen. 

Hell.  4,  3,  10  13.  Aug.  394 
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99         99 


>J         >9 
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■^  r.anArbela.aial5.BoedromiouOl.ll2. 
2.  Plut.  Ales.  31.Arriai..Anab.  3,  7,  6 
ti.  15,  7.  VeI.  Ptolem.  Geoer.  1.  4.  Plin. 

^ 

hi.t.  nat.  2.  70. 

20.Sopl.33l    TorCte.      1 

^k" 

®  F.  zwischen  Sicilien  und  Africü  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just.  22,  0. 

14.  Aus.  310      .,    .. 

^^10. 

S  P-  in  Makedonien,  am  3.  rr,m.  Septbr.SSß 

n.  t:.  Cic.  d.  rep.  1, 15.  Plin.  2,  12.  Plut. 
Aem.  Paul.  17.Liv.44,.37. 

ai.jnniies     .,   „ 

11. 

D  F.  in  Pannonieu.  Tac.  Ann.  1,28.  Diu 

Ca...  57,  4. 

20.»ept.  14nachCbr. 

12. 

0  F.  zu  Rom.  Tac.  Ann.  14, 12.  Plin.  h.  n. 

2.  70.  Uio  Ca...  «1,  16. 

30.  April  59    „     ,. 

13. 
U. 

ll'^^Zi^''- "■■''■ '"■'■"■ 

4.  Mara  71    „      .,     | 
19.  März  -     „      „ 

1 

15.  0  F.  in  Sicilien,  um  Mitlag,  Firniic.  Hat. 

aslr.1.2. 

16.  0  F.inMe8opotaniieii,beiSonflenaursaiig. 

Aiuniiaii.  Marc.  '20,  3. 


Uie  Preisbewerbungsschrifltea  sind  in  deutscher,  latei- 
nischer oder  franeüiiiecheT  Sprache  zu  verlassen,  mSsaen 
deutlich  geitchrieben  iiiiil  paginirt,  ferner  mit  t-irieni  Motto 
reraehen  wid  von  einem  versiegelten  iSettef  begleitet  «ein,  der 
ausTTendig  dasselbe  Motto  träet,  invrendlK  den_  Namen  und  Wohn- 
ort des  A  erfassera  aniriehl.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  tBr 
das  Jithr  (!er  Prcisi'raije  mit  dem  Miiriiil  Noreiiiber;  iliu 
Adresse  ist  au  den  jedes iiiuli|,,fun  Secmtair  der  Gesellscbaft  (für 
das  J.  1S31  an  den  ordeiitl.  Prof,  der  lUineralof^ie  und  GeoguDsie 
an  der  Cnii'ersitiit  zu  Leipitig  C.  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
aasgesetzte  Preis  beträgt  fiir  die  Aul'gabe  aus  der  AstroDomie  24 
Ducaten. 


Druckfehler. 

In  der  Ueberscbrilt  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVII.  in  ThI.  XVI. 
Heft  4.  S.  424.  s.  m.  „SchelTler"  statt  „Seheffler". 
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